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Descrierea Solutiilor

1 Sort

Merita sa ne gandim la o abordare care construieste sirul B incremental, addugand cate un element la final. In
acest caz ne Intrebdm in primul rdnd ce valoare ar trebui si alegem pentru B[1]. Este natural si alegem cea mai
micé valoare posibild, fiindcd aceastd decizie ne oferd mai multd libertate in alegerea lui B[2].

Acest argument se generalizeaza usor pentru a obtine solutia completa: pentru fiecare i, alegem cel mai mic BJ[i]
care este permutare circulara a lui A[i] si satisface B[i] > B[i — 1].

Pentru a analiza complexitatea de timp, notam ca In general un numar de C cifre are cel mult C' permutari circulare,
iar timpul necesar pentru a itera peste toate este proportional cu C' (daci generdm urmétoarea permutare in timp
constant) sau C2 (daci generim urmétoarea permutare in timp O(C)). In cazul nostru C' <= 7, deci atat solutiile
in O(n x O), respectiv O(n x C?) ruleaza suficient de repede pentru a obtine punctaj maxim.

2 Kscale
Subtask-ul (N =1)

Adesea, In cazul problemelor care implica o matrice sau alte structuri multidimensionale, este util s analizam
cazurile de dimensiune mai mica: in acest caz, o matrice 1-D.

La problema de fata putem testa efectiv toate variantele de scalare cu k1 = 1; ko € 1,2,..M. Pentru arie minima
trebuie sa gasim ko maxim. Pentru a testa dacd un ko este valid, putem imparti matricea unidimensionald in
intervale compacte de lungime k2 ce nu se suprapun (ks trebuie sa fie divizor al lui M). Daca toate intervalele
compacte astfel formate contin un singur tip de caracter (’0’ sau ’1’), atunci existd un A asociat cu valoarea ko
care sa reprezinte o solutie valida pentru functia scale. Retinem si construim matricea solutie, A, folosind valoarea
maxima ko ce a fost validata.

Subtask-ul (k; = k)

Similar cu subtask-ul 1-D, trebuie sa verificim toate variantele ky = ko = x, cuz € 1,2..min(N, M). Complexitatea
de timp este O(N3).

Subtask-ul (1 < N, M < 100)

O abordare similara se poate aplica daca fixam separat ky si ko.
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Complexitatea timp O(N?) se reduce la O (N 2 (\/N ) ) daca luam in considerare ca putem fixa kq, ko doar

printre divizorii lui N, respectiv M.

Subtask-ul (1 < N, M < 1000)
Exista cel putin doua abordari care pot obtine punctaj maxim.

Prima varianta este sa raméanem pe ideea de a fixa toate valorile fezabile pentru ky, ko, dar sa optimizam faza de
validare a perechii, observand faptul ca putem verifica dacd un anumit dreptunghi contine doar valori de 0 sau doar
valori de 1 in timp constant, construind sumele partiale ale matricei. Astfel, pentru o pereche kq, ko, complexitatea
de verificare se schimba din O(N * M) in O(N x M/(k; = k2)), iar suma rezultantd este suficient de mic& pentru ca
solutia sa se incadreze In timp.

A doua varianta este si nu mai fixam valori pentru k1, ko, ci s& Incercam sa le deducem din structura matricei. Sa
revenim la cazul 1-D pentru a dobéandi niste intuitie.

In cazul 1-D trebuie s& giisim k maxim pentru care existd A astfel incat scale(A,1,k) = B. Observam ca este
necesar si suficient ca orice interval maximal de caractere egale si aiba lungimea multiplu de k. Pentru a gasi k
optim putem, deci, aplica cmmdc pe toate lungimile de intervale maximale cu acelasi caracter.

Pentru cazul general, N, M < 1000, putem aplica aceeasi abordare de tip cmmdc, doar ca independent pe intervale
maximale orizontale si intervale maximale verticale.

1 1.1 1 0 0
111 1 00
Astfel, pentru cazul: B = 0011 1 1
0 01 1 11

ko va fi egal cu emmde dintre lungimile celor 8 intervale maximale 1-D orizontale:

ko = emmde(4,2,4,2,2,4,2,4) — ko =2

si k1 va fi calculat prin emmdc dintre lungimile celor 10 intervale maximale 1D verticale:
k1 = cmmde(2,2,2,2,4,4,2,2,2,2) = 2.

Pentru a demonstra corectitudinea solutiei, trebuie sa aratam doua lucruri:

e Perechea (k1, k2) este validd. Putem imparti matricea B in submatrice disjuncte de dimensiune (kq, k2). Daca
ludm in considerare ca orice lungime de interval maximal 1D orizontal este multiplu de ks si orice lungime
de interval maximal 1D vertical este multiplu de k;, atunci avem certitudinea ca orice submatrice formata
anterior contine un singur tip de caracter '0’ sau ’1’.

e Perechea (ki,kz) este optima. S& presupunem prin absurd ci existd o pereche (ki, k%) cu ki * kb > ky * ko.
Atunci k] > k1 sau k§ > ko. Putem analiza primul caz fird a restrange generalitatea. Stim cad existd un
interval vertical care nu este multiplu de k] (altfel emmdc-ul calculat nu ar fi de fapt maxim). Putem arata
c& acel interval invalideazd solutia (K, k5).

Aceastd solutie poate fi implementatd in complexitate O(N * M)

3 Secretariat

Vom face cateva observatii generale, dupa care vom dezvolta solutia pe structura subtaskurilor.
1. Pentru a muta o persoana de la o coada este necesar si mutam toate persoanele din fata ei.

2. In solutia optima fiecare persoana va fi mutata cel mult o data: din coada la care se afla initial la una dintre
cozile asociate in final problemei pe care incearca sa o rezolve. Notati ca aceste doua cozi pot coincide.



Putem astfel sa reformulam problema din minimizarea numaéarului de persoane mutate in maximizarea numarului
de persoane care nu sunt mutate in timpul operatiilor. Sa numim o astfel de persoana fizata.

In ce conditii poate o persoana sa ramana fizata? Sa luam un exemplu de coada:
Ghiseul X: 324222

Observam ca daca asociem ghiseului X o altd probleméa decat 2, ultima persoana este nevoita sa plece, deci vom
fi nevoiti s& mutdm intreaga coadd (datoritd Observatiei 1). Daca in schimb ii asociem problema 2, putem fixa
ultimele 3 persoane de la coadd (dar nu mai mult, fiinded persoana cu problema 4 trebuie si plece, iar toate
persoanele din fata ei trebuie sa faca la fel).

S& notdm cu suffixLen[i] lungimea sufixului maximal de persoane cu aceeasi problema pentru coada cu numarul 7,
respectiv cu suffixProbl[i] indicele acestei probleme. In general, dac& asociem problema SuffixProbli] ghiseului
i, vom fixa SuffixLen[i] persoane la acest ghiseu. Altfel, vom fixa 0 persoane.

In acest punct putem calcula usor, data fiind o asociere intre ghisee si probleme, numarul maxim de persoane care
pot fi fixate. Fie AssignedProbli] problema asociata in final ghiseului i. Numarul total de persoane fixate este
atunci suma valorilor SuffixLenl[i] pentru toti ¢ care respectd AssignedProbli] = SuffixProbl[i].

Ne raméne problema gasirii unui AssignedProb|] optim, pe care o vom analiza pentru fiecare subtask.

Subtask-ul (N = K = 2)

In acest caz existd doar doud variante de a asocia probleme ghiseelor (1 2 i 2 1), putem pur si simplu s& le incercdm
pe ambele si sa o alegem pe cea mai buna.

Subtask-ul (N = K < 1000)

In acest caz existd N! asocieri, deci nu avem timp s3 le incercim pe toate. Totusi, stim ca pentru fiecare problema va
exista exact un ghiseu asociat, deci putem incerca sa analizam independent alegerea corecta pentru fiecare problema.
Este tentant, de exemplu, s& asociem fiecarei probleme ¢ un ghiseu j cu SuffixProb[j] = i si SuffixLen[j] maxim
posibil. Observam ca unele probleme nu vor gasi deloc un astfel de ghiseu. Vom numi aceste probleme simple,
fiindca ele nu pot contribui la totalul de persoane fixate. Din acest motiv, problemele simple au prioritate scazuta
si putem sa ne imaginam ca le vom asocia arbitrar ghiseele ramase dupa ce prioritizam problemele care pot fixa
persoane.

Ne conduc aceste alegeri la o solutie optima global? Din fericire, da. Deoarece un ghiseu poate contribui cu un
numar de persoane fixate pentru o singura problema, stim ca doud probleme diferite nu vor concura pe acelasi
ghiseu decat in cazul in care ambele sunt simple, caz in care sunt irelevante.

Subtask-ul (K < N < 1000)

In subtask-ul cel mai general solutia optima poate asocia mai multe ghisee aceleiasi probleme. Este natural sa
incercam sa generalizam solutia precedenta.

In acest sens, putem incerca si hotaram problema fiecarui ghiseu iterand peste ghisee in ordine descrescatoare a
valorilor SuffixLen[]. Ideal, am dori s& asociem cat mai des ghiseul ¢ problemei SuffixProb[i]. Care sunt situatiile
in care nu putem face acest lucru?

Singura situatie este cea in care prin asocierea problemei SuffixProbli] la ghiseul ¢ am face imposibil ca problemele
ramase inca fara niciun ghiseu sa mai gaseasca vreunul. Dar aceasta situatie poate fi verificata usor: in timpul
iterarii putem pastra un contor pentru ghiseele ramase libere, respectiv pentru problemele care nu au primit inca
macar un ghiseu. Initial ambele contoare sunt egale cu N. Apoi la fiecare pas putem calcula cum se modifica aceste
contoare dacé asociem ghiseului ¢ problema SuffixProbli], respectiv dacd il 1lasm liber. La final, mai facem o
trecere si asociem problemele ramase ghiseelor lasate libere.

Daca notam cu M numarul total de persoane, complexitatea de timp a solutiei este O(M + sort(N)) unde sort(N)
este complexitatea sortarii folosite pentru N elemente. Avand N < 1000, o sortare de complexitate O(N?) ar fi
intrat In timp fara probleme.
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Grile

Vom enumera cateva strategii posibile, mentionand ca acestea pot fi puternic influentate de diverse optimizari.

Cea mai simpla strategie este sa trimitem pe rand, cate un raspuns pentru prima intrebare. Cand o rezolvam,
incepem sa ghicim a doua intrebare. Fiindca raspunsurile sunt distribuite aleator, aceasta metoda trimite in
medie aprox. 70 de seturi.

O optimizare simpla: daca am ramas cu o singura varianta neincercata pentru o intrebare, stim ca e cea
corecta.

Observam ca ne permitem sa incercam in paralel raspunsuri pentru intrebari din 2 categorii diferite, fiindca
acestea avand punctaje diferite, putem deduce din punctajul total care dintre cele doua raspunsuri au fost
corecte. Aceasta strategie ne poate duce in zona a aprox. 40 de seturi.

Analizand posibilitatea de a Incerca in paralel 3 intrebari, observam ca putem obtine o ambiguitate in cazul
scorului total 5: nu stim daca e corect raspunsul de la intrebarea grea sau celelalte doua. Totusi, putem
rezolva ambiguitatea printr-un set suplimentar (care poate include si intrebari neimplicate in primul). Mai
mult, observam ca probabilitatea de a obtine aceasta ambiguitate este cel mult 1/4, iar in majoritatea cazurilor
este mult mai mica. Din acest motiv, numarul mediu de variante excluse per set de aceasta strategie este
foarte apropiat de 3.

O solutie care urmeaza aceasta strategie paralela cu 3 raspunsuri, rezolva eficient ambiguitatea si are grija
si-si adapteze strategia atunci cand nu mai sunt disponibile 3 intrebari din categorii diferite (coborand initial
la strategia cu 2 intrebari diferite cat timp e posibild) poate obtine sub 30 de seturi si 100 de puncte.

Exista strategii care optimizeaza seturile in cadrul unei singure categorii de intrebari. Spre exemplu, daca la
un moment dat avem M intrebari cu cate 2 variante posibile rdmase, putem face mai bine decat M intrebari in
medie. Putem trimite raspunsuri la cate doud intrebéari simultan. Cu probabilitate 1/2 ambele sunt corecte
sau ambele sunt gresite (deci, ambele rezolvate). Cu probabilitate 1/2 trebuie sd trimitem un set in plus
pentru a rezolva ambiguitatea. Numéarul mediu de seturi este astfel 1.5 pentru 2 intrebari, deci 0.75 % M
pentru toate M.

Optimizarea descrisa mai sus poate fi generalizata intr-un algoritm de tip divide-et-impera care incepe prin
a numara cate Intrebari au raspunsul 0, 1, etc. si continua prin a face acelasi lucru recursiv pe submultimi
mai mici, apelul recursiv putand fi oprit cand toate intrebarile din submultimea apelata sunt rezolvate de
raspunsul fixat, sau dimpotriva, niciuna dintre intrebari nu este rezolvata de raspunsul fixat.

Strategiile si optimizdrile de mai sus pot fi generalizate si combinate. O astfel de solutie hibrida poate obtine
chiar un numar mediu de 23.9 de seturi. In curand vom publica problemele pe infoarena.ro si va vom invita
s coborati sub acest prag :).
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