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Solutii si bareme

Problema 1. Fie M multimea tuturor matricelor patratice A, cu 4 linii si 4 coloane, care sunt
inversabile si au proprietatea: atat matricea A, cat si matricea A~! au toate elementele numere
naturale.

(1) Notam

o O O
O = O O
o O = O
_ o O O

Aratatica T-1 =1T.
Demonstrati apoi ca multimea M are cel putin doua elemente si ca formeaza un grup in raport
cu operatia de inmultire a matricelor.

(2) Determinati numarul de elemente ale multimii M.

(3) Fie H multimea matricelor din M, de forma:

x x 0 0
x x 0 0
0 0 % =
0 0 * =

(unde pozitiile in care apare % pot fi completate cu numere naturale, alese astfel ca matricea
obtinuta sa fie un element din multimea M). Demonstrati ca H este un subgrup al grupului
(M7 )

Demonstrati apoi ¢ nu exista numarul natural n astfel ca grupurile (H,-) si (Z,,+) sa fie
izomorfe.

Demonstratie

(1) Verificam prin calcul direct c& T? = I, deci T este inversabila si 7! = T. Este clar ca T € M
sicaly € M, deci M este multime nevida, cu cel putin doua elemente.

Fie acum A, B € M: stim deci ca A gi B sunt matrice inversabile si ca toate elementele matricelor
A, B, A7', B! sunt numere naturale. Deoarece operatiile de adunare si de inmultire sunt legi interne
pe N, rezultd imediat cd A- B si B~*- A~! au ca elemente doar numere naturale. In plus, se verifici
imediat ca matricea B~ - A™! este inversa matricei A - B, deci A- B € M, ceea ce arata ca M este
parte stabila fata de inmultirea matricelor. Deoarece I, € M, iar dacd A € M, atunci si A~ € M,
deducem ca (M, ) este grup.



(2) Fie A € M; vom demonstra ca este necesar ca matricea A sa aiba un singur element nenul pe
fiecare linie si pe fiecare coloana si ca, in plus, acest element trebuie sa fie egal cu 1.
Sa presupunem, prin absurd, ca exista in M o matrice A = (a;;);; care are, pe una din linii, (cel
putin) doua elemente nenule. Fara a restrange generalitatea, putem presupune ca aj; # 0 si ajg # 0
(demonstratia in cazul general fiind similara cu cea de mai jos). Cum A este inversabild, iar A i A~}
au toate elementele numere naturale, din egalitatea A - A=! = I; deducem ca matricea A™! este de
forma:

* ¥ O O
* ¥ O O
* ¥ O O

L

(deoarece, daca cel putin unul dintre elementele din locurile marcate mai sus cu 0 este, de fapt, nenul,
atunci pe prima linie a matricei A - A=! apare un element nenul in coloanele 2, 3 sau 4, ceea ce este
imposibil). Aceasta matrice are insa determinatul egal cu 0 (dezvoltam determinantul dupa prima
linie), deci nu este inversabila. Contradictia obtinuta arata ca pe fiecare linie i pe fiecare coloana a
matricei A exista cel mult un element nenul; cum det(A) # 0 (mai precis: det(A) = £1), deducem
imediat ca pe fiecare linie si pe fiecare coloana exista un singur element nenul, si acesta trebuie sa fie
egal cu 1.
Reciproc, se verifica imediat faptul ca aceasta conditie este si suficienta, deoarece, pentru o astfel
de matrice, A~! = A7 (adica inversa lui A este transpusa lui A), deci toate elementele inversei sunt
numere naturale.
Demonstratia de mai sus ne arata ca M are 24 de elemente.

(3) Din modul de calcul al matricei produs, rezulta ca H este parte stabila fata de operatia de
inmultire a matricelor. Cum H este o multime finita, deducem ca H este subgrup al lui (M, ).
Este clar ca in ‘H avem exact 4 elemente, si anume:

1 000 1000 0100 0100
0100 0100 1 000 1000
]_0010’X_0001’Y_0010’2_0001
0001 0010 0001 0010

Singurul candidat posibil pentru izomorfism este n = 4. Obtinem o contradictie daca observam ca,
in grupul (H,), avem [? = X% =Y? = Z2? = [, iar in Z, existd elemente a pentru care a + a # 0.
Putem obtine o contradictie si alcatuind tablele operatiilor celor doua grupuri.

Barem de punctaj:

din OfICIU ..o 10p

(1) Verificarea T 1 = T .. o 10p
Observatia ca M are cel putin 2 elemente ....... .. ... . . 5p
Axiomele grupului (enuntate sau utilizate) ........ .. ... 5p
M este parte stabila la Tnmulfire . ... 10p

Final (element neutru, INVEIs...) ....... ..o e 10p



(2) Demonstratia faptului ca matricele din M nu pot avea o linie sau coloana cu 2 (sau mai multe)

elemente neNUle .. ... 5p
Aceste elemente sunt egale cu 1 ... 5p
Reciproc, orice astfel de matrice este din M ... .. 5p
Concluzia (numarul de elemente din M este 24) ... ... i 5p

(3) H este parte stabila ... ... 10p
Deci H este subgrup cu 4 elemente ........... . 10p
Argument: NU eXISEA 70 ...ttt 10p

Problema 2. Pentru fiecare numar real a consideram functia f, : R — R definita prin

fa(x) = max{sin(z), cos(x) + a}.

(1) Dacd f,(0) = 2, calculati f,(%F) si ffa

(2) Demonstrati ca pentru orice x,y € [0 2], are loc inegalitatea fi(*5¥) > M
Gasiti apoi un interval I de lungime maxima, care il contine pe 0, pe care functia fy verifica
aceeasi inegalitate, adic& pentru orice z,y € I avem fo(55Y) > M

(3) Determinati toate numerele reale a pentru care functia f, este derivabila pe R.

Demonstratie

(1) Din faptul ca f,(0) = 2 rezulta cad max{0,1 + a} = 2, de unde e necesar ca 1+ a = 2, ceea ce
implica a = 1. In aceasta situatie obtinem ca

£ (5) -3 () -mefifa- ) -

Sa observam mai intai ca pe intervalul [0, 27] functia f; se poate explicita astfel:
cos(z) +1, =z € [0,%] U[m,2n],
fiz) =

sin(z), e (Z,m).

1 + cos(z)

b
L=t
Fiis

N Ne-—————-

sin(x)




Prin urmare,

s 2

/ / (14 cos(x))dx + /sin(x)dx + /(1 + cos(z))dx =
0 g ™
. 2 m , o 3
= (z + sin(z)) ) + (—cos(z)) LT (x +sin(x))] = 5 +1+(—(-1)+2r—7 = > + 2.
2) Pentru orice z € |0,Z| avem fi(z) = 1 + cos(x), de unde f{'(x) = —cos(z) < 0, deci f; este
) 1

concava pe intervalul [0, 2} Prin urmare,

£ <x;ry> > f1($)-2Ff1(y)

Cum sin(z) <1 <2+ cos(z) (V)r € R avem ca

fo(z) = max{sin(x), 2 + cos(x)} = 2 + cos(z), (V)z € R.

sin(z)

Afirmatie: Intervalul de lungime maxima cautat care il contine pe 0 si pe care f, este concava

este [—g, g]

Pentru demonstrarea acestei afirmatii sa observam mai intai ca f, este concava pe [—%, %} si este

convexa pe [g, %’T} Presupunem prin absurd ca exista a > 7 aastfel incat f, este concava pe [—5, a]
Atunci exista xg, yo € [ 5 } astfel incat § <z < yo <. Cum f2 este convexa pe [ ﬂ avem ca
Zo + Yo f2(20) + fa(yo)
f2 5 < 5 )

Dar, din presupunerea facuta avem si

f, (1'0 +3/0) > fa(@o) + f2(yo)

2 2 ’

Todio) — fQ(xO);er(yO). Inlocuind pe fo obtinem ci

cos Zo + Yo — cos o + Yo . cos To — Yo
2 2 2 '

ceea ce Impreuna cu relatia anterioara implica fo(




Insa, deoarece 2 < % < 7 rezultd ca cos(ZF®) £ ( i simplificand in egalitatea de mai sus

2 2
obtinem cd cos(®5¥) = 1. Deoarece din zo,yo € (%, ) obtinem 222% € (-2, 2) atunci cos(23L) =

1 implica x¢y = vy, o contradictie.

(3)

sin(x) + cos(z) + a + [sin(z) — cos(z) — a| _

fa(x) = max{sin(z),a + cos(x)} = .

sin(z) + cos(z) +a 1
— : +5

sin(x) — cos(z) — a

Consideram functia g, : R — R, g,(z) = [sin(z) — cos(z) — a| = V2 [sin(z — T) — 5| Atunci f,

este derivabila pe R daca gi numai daca g, este derivabila pe R.

1. Daca \% > 1 adicd a > /2, avem ga(x) = V2 <\/i§ — sin(x — %)) pentru orice z € R si deci

functia este derivabila pe R.
2. Daca % < —1 adici a < —/2, avem ga(x) = —V2 (\% — sin(x — %)) pentru orice x € R si deci
functia este derivabila pe R.

3. Daca 7 € (—1,1) adica a € (—v/2,/2), atunci
V2 (\% — sin(z — %)) ,  dacd sin(z) > 7,

2 <\/i§ — sin(z — %)) , daca sin(x) < ok

Demonstram ca g, nu este derivabila pe R. Alegem un punct o pentru care g,(z¢) = 0 si aratam

9a(z) =

ca functia nu este derivabila in xzg.
Dacé gq(z) = 0 atunci sin(z — §) = 5, adica x este de forma 7 + (—1)" arcsin (\%) + nm, unde
n € 7.

Pentru n = 0 obginem zy = 7 + arcsin () € (—3,3). Cum functia sin este strict crescatoare pe

intervalul (=%, %

7, %) avem ca:
-2 (\% — sin(z — %)) , daca x € (=7, w0,

V2 (\% — sin(x — %)) ,  dacd x € (o, I).

Presupunem ca functia g, este derivabila in xy. Atunci derivatele la stanga si la dreapta in z( exista,

Ja(z) =

sunt finite gi sunt egale.

Cum g, este continua pe (=%, x|, este derivabila pe (=%, ) si

i )=t (e 5)) = s o)
11m a\T) = 1m —COS |\ — — = —COS\Txog — —
T—x0,r<T0 g T—x0,r<T0 4 0 4

deducem ca (gq)y(wo) = —cos(xo — ).
Analog obtinem ca (g,)y(z0) = cos(zo — 7), adica cos(xg — §) = 0. Rezulta ca sin(xzo — §) = 1 sau
—1, ceea ce reprezinta o contradictie cu faptul ca zop — § € (=%, 5). Prin urmare, functia g, nu este

derivabila in xg.



(Redactare alternativa pentru cazul 3. Vom folosi urmatoarea lema:

Lema. Fie u: R — R o functie derivabila si v : R — R, v(z) = |u(z)|. Atunci v este derivabila
daca gi numai daca pentru orice a € R cu u(a) = 0 avem si v'(a) = 0.

Demonstratia lemei: Fie a € R cu u(a) = 0. Distingem doua situatii:

1) Exista r > 0 cu proprietatea ca u(z) > 0 pentru orice z € (a — r,a + ) (sau u(x) < 0 pentru
orice x € (a —r,a +r)). Atunci a este punct de extrem local al functiei u si, conform Teoremei lui
Fermat, deducem ca u/(a) = 0.

2) Pentru orice r > 0, exista x,,y, € (a —r,a+1) cu proprietatea ca u(z,) > 0 si u(y,) > 0. Atunci
pentru orice n € N* exista @,,y, € (a — 1,a+ 1] pentru care u(z,) > 0 si u(y,) < 0. (1)
z)—v(a) _

In plus, lim z, = lim y, = a. Presupunem ca v este derivabila in a. Atunci, exista lim ve)—ve)
n—00 n—00 T—a r—a

v'(a). Cum lim z,, = lim y, = a deducem ca
n—oo n—oo

v(x,) —v(a)

v'(a) = lim = lim u(zn) = ula) = u'(a),
n—00 Ty — Q n—00 Ty — Q
Vi) 1o 2000 ) = (ula)
n—00 Yp — Q n—00 Y — Q
Agadar v'(a) = v/(a) = —u/(a), adica v/(a) = 0.

Preeupunem acum ca u/(a) = 0. Atunci, pentru orice € > 0 exista J. > 0 cu proprietatea ca pentru
orice z € R cu |x — a| < J. are loc relatia

u(xx) : Z(a) u(xx) : Z(a) _ g

it -

De aici deducem ca pentru orice z € R cu |z — a| < J. avem

v(r) —v(a) 0‘ < |uz) —ula)] | ’—U(I) - (—U(a))‘ <
r—a r—a r—a
adica lim W = 0. Rezulta ca u'(a) = 0. O

Tr—a
Revenind la rezolvarea problemei, fie 5 € R pentru care g,(z9) = 0. Conform lemei anterioare g,

este derivabila in zy daca si numai daca

ﬂ(sin(mo—%) —%) :O§i\/§cos<a:0—%> —0,

adica sin (:170 — %) = \% si cos (xo — %) = 0, contradictie deoarece sin? (:130 — %) + cos? (:po — %) =
< <1)
2

Barem de punctaj:

din OfICIU .o 10p

(1) Identificarea lul @ = 1 ... o e 10p

Calculeaza f; (‘%) = ‘/75 ....................................................................... 10p

Explicitarea functiel fi .. ... 10p
2m

Calcularea integralei [ fi(z)de =35 +2 ..o 10p
0



(2) Demonstrarea inegalitatii pentru f1 ... ... 10p

Identificarea intervalului I gi demonstrarea faptului ca este de lungime maxima ................ 10p

(3) Studiul functiei z — sin(x) — cos(x) — a si identificarea maximului gi a minimului ........ 10p
Demonstrarea faptului ci f este derivabild pentru [a] > v/2 ..o 10p
Demonstrarea faptului ca f nu este derivabila pentru |a| < V2 ............ .. . 10p

Problema 3. Se considera pentagonul convex ABCDE (vezi figura de mai jos). Notam cu a
perimetrul pentagonului ABCDE, cu b suma lungimilor tuturor diagonalelor pentagonului ABCDFE
gi cu ¢ perimetrul pentagonului A;B;C1D,E; (ale carui laturi sunt desenate cu albastru). Toate
lungimile segmentelor ce apar in aceasta problema (laturi, diagonale, etc.) sunt masurate cu aceeasi
unitate de masura fixata.

(1) Demonstrati ca suma unghiurilor marcate pe figura cu rogu este 180°.

(2) Demonstrati ca au loc urmatoarele inegalitati: a + ¢ < b < 2a.
Justificati apoi ca daca a, b, ¢ sunt numere naturale prime atunci a + b + ¢ > 20.

(3) Exista un pentagon regulat ABC DE astfel incat, pentru acesta, a si b sa fie numere naturale?
Justificati raspunsul.

Demonstratie

(1) In triunghiul ACD avem m(@) + m(@) + m(@) = 180°. Avem urmatoarele relatii
m(ACD) = m(ACE) +m(ECD) si m(ADC) = m(ADB)+m(BDC). Cum m(ECD)+m(C A D)+
m(gD\C’) = 180° (suma masurilor unghiurilor triunghiului A;C'D), m(@)+m(m)+m(ﬁ) =
180° (suma masurilor unghiurilor triunghiului A;BE) si m(m) = /m(\C’/Al\D) (unghiuri opuse la

varf) atunci obtinem ca (*): m(@) + m(B/D\C’) = m(E/BE) +m(BEA,). Deci:
180° = m(CAD) + m(ACE) + m(ECD) + m(ADB) + m(BDC) =

m(CAD) + m(ACE) + m(ADB) + m(EBA,) + m(BEA,),

unde pentru ultima egalitate am folosit relatia (*).



(2) Aplicand inegalitatea triunghiului in fiecare din triunghiurile ADyB, BE\C, CA1D, DB E si
ACH FE obtinem urmatoarele relatii:

AB < ADl + BDl,BC < BE; + CEl,CD < CAl + DAl,DE < DB; + BlE,AE < AOl + ClE,

pe care adunandu-le, si ulterior adunand in ambii membri Dy Ey + EyA; + A1 By + B1Cy + C1Dy(= ¢)
obtinem a + ¢ < b.

Pentru a demonstra a doua inegalitate, aplicam inegalitatea triunghiului in fiecare din triunghiurile
ABC, BCD,CDE, DEA si ABE:

AB + BC > AC,BC +CD > BD,CD + DE > CE,DE + AE > AD, AE + AB > BE,

si apoi adunand relatiile obtinem ca 2a > b.

Pentru partea a doua presupunem prin reducere la absurd ca exista a, b, ¢ prime astfel incat a+b+c <
20. Cum a+c < brezulta ca a+c < 10. Pe de alta parte cum a+c¢ < 2a avem ca ¢ < a si tinand cont ca
a, c sunt prime cu a+ ¢ < 10 avem de analizat urmatoarele cazuri: (c,a) € {(2,3),(2,5),(2,7),(3,5)}.

Daca ¢ =2 gi a = 3 rezulta ca b = 5, deoarece a < b < 2a, insa obtinem o contradictie cu a +c¢ < b.
Daca ¢ =2 i a = 5 rezulta ca b = 7, deoarece a < b < 2a, insa obtinem o contradictie cu a+ ¢ < b.

Daca ¢ =2 si a = 7 rezulta ca b = 11 sau b = 13, deoarece a < b < 2a, insa obtinem o contradictie
cua+b+c<20.

Daca c = 3 gi a = 5 rezulta ca b = 7, deoarece a < b < 2a, insa obtinem o contradictie cu a +c¢ < b.
Prin urmare, presupunerea e falsa i obtinem ca a + b + ¢ > 20.
(3) Daca notam cu ! lungimea laturii pentagonului regulat si L lungimea diagonalei pentagonului

regulat, atunci a = 50 i b = 5L.
A

D, G E

C

Cum ABCDE este un pentagon regulat rezulta imediat ca CFE||AB, AC||DE. In particular,
ABCE este un trapez isoscel, iar DC' D1 E este un paralelogram. Cum DC D, FE este paralelogram,
avem D1E = CD =1, iar D1B = BE — D1 FE = L —[. In trapezul isoscel ABC'E triunghiurile AD,B



si CDy E sunt asemenea i
AB  BD; dick [ L—1
= _—_—  adica —=——
CE DE’ L [’
de unde L?— LI —1? = 0. Impartind cu /2 si notand L cut obtinem cd t*—t—1 =0, de unde t = LtV5

2
Deci, % = %5 € R\ Q, deci L,[ nu pot fi simultan rationale. Prin urmare, nu exista un pentagon

regulat cu proprietatile din enunt.

(O solutie alternativa pentru (3) poate fi obtinuta aplicand teorema cosinusului in triunghiul ABC":
AC? = AB? + BC? — 2AB - BC - cos(ABC),
de unde, tinand cont ci m(ABC) = 108°, obtinem L2 = 212(1 + cos(72°)) = 412 cos?(36°). Se poate

arata via numere complexe ca cos(36°) = %5 si prin urmare L = 2[ cos(36°) = l%g)
Barem de punctaj:
din OfICIU .o 10p

(1) Aplicarea sumei masurilor unghiurilor unui triunghi (= 180°) pe o configuratie care duce la

rezolvarea Problemel ... ... .. ... 10p
Demonstrarea faptului ca suma unghiurilor marcate cu rogu este 180° .............. ... ....... 20p

(2) Demonstrarea inegalitatii a +c¢ < b ... 10p
Demonstrarea inegalitatii b < 2a ....... ... 10p
Justificarea faptului ca daca a, b, c sunt prime atuncia +b+¢>20 ......... ... ... .. 20p

(3) Justificarea faptului ca nu exista un pentagon regulat cu proprietatea din enunt ......... 20p



