
Concursul MateInfoUB 2021

Soluţii şi bareme

Problema 1. Fie M mulţimea tuturor matricelor pătratice A, cu 4 linii şi 4 coloane, care sunt

inversabile şi au proprietatea: atât matricea A, cât şi matricea A−1 au toate elementele numere

naturale.

(1) Notăm

T =


1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1

 .

Arătaţi că T−1 = T .

Demonstraţi apoi că mulţimeaM are cel puţin două elemente şi că formează un grup ı̂n raport

cu operaţia de ı̂nmulţire a matricelor.

(2) Determinaţi numărul de elemente ale mulţimii M.

(3) Fie H mulţimea matricelor din M, de forma:
∗ ∗ 0 0

∗ ∗ 0 0

0 0 ∗ ∗
0 0 ∗ ∗


(unde poziţiile ı̂n care apare ∗ pot fi completate cu numere naturale, alese astfel ca matricea

obţinută să fie un element din mulţimea M). Demonstraţi că H este un subgrup al grupului

(M, ·).
Demonstraţi apoi că nu există numărul natural n astfel ca grupurile (H, ·) şi (Zn,+) să fie

izomorfe.

Demonstraţie

(1) Verificăm prin calcul direct că T 2 = I4, deci T este inversabilă şi T−1 = T . Este clar că T ∈M
şi că I4 ∈M, deci M este mulţime nevidă, cu cel puţin două elemente.

Fie acum A,B ∈M: ştim deci că A şi B sunt matrice inversabile şi că toate elementele matricelor

A,B,A−1, B−1 sunt numere naturale. Deoarece operaţiile de adunare şi de ı̂nmulţire sunt legi interne

pe N, rezultă imediat că A ·B şi B−1 ·A−1 au ca elemente doar numere naturale. În plus, se verifică

imediat că matricea B−1 · A−1 este inversa matricei A · B, deci A · B ∈ M, ceea ce arată că M este

parte stabilă faţă de ı̂nmulţirea matricelor. Deoarece I4 ∈ M, iar dacă A ∈ M, atunci şi A−1 ∈ M,

deducem că (M, ·) este grup.



(2) Fie A ∈ M; vom demonstra că este necesar ca matricea A să aibă un singur element nenul pe

fiecare linie şi pe fiecare coloană şi că, ı̂n plus, acest element trebuie să fie egal cu 1.

Să presupunem, prin absurd, că există ı̂n M o matrice A = (ai,j)i,j care are, pe una din linii, (cel

puţin) două elemente nenule. Fără a restrânge generalitatea, putem presupune că a11 6= 0 şi a12 6= 0

(demonstraţia ı̂n cazul general fiind similară cu cea de mai jos). Cum A este inversabilă, iar A şi A−1

au toate elementele numere naturale, din egalitatea A · A−1 = I4 deducem că matricea A−1 este de

forma: 
∗ 0 0 0

∗ 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗


(deoarece, dacă cel puţin unul dintre elementele din locurile marcate mai sus cu 0 este, de fapt, nenul,

atunci pe prima linie a matricei A · A−1 apare un element nenul ı̂n coloanele 2, 3 sau 4, ceea ce este

imposibil). Această matrice are ı̂nsă determinatul egal cu 0 (dezvoltăm determinantul după prima

linie), deci nu este inversabilă. Contradicţia obţinută arată că pe fiecare linie şi pe fiecare coloană a

matricei A există cel mult un element nenul; cum det(A) 6= 0 (mai precis: det(A) = ±1), deducem

imediat că pe fiecare linie şi pe fiecare coloană există un singur element nenul, şi acesta trebuie să fie

egal cu 1.

Reciproc, se verifică imediat faptul că această condiţie este şi suficientă, deoarece, pentru o astfel

de matrice, A−1 = Aτ (adică inversa lui A este transpusa lui A), deci toate elementele inversei sunt

numere naturale.

Demonstraţia de mai sus ne arată că M are 24 de elemente.

(3) Din modul de calcul al matricei produs, rezultă că H este parte stabilă faţă de operaţia de

ı̂nmulţire a matricelor. Cum H este o mulţime finită, deducem că H este subgrup al lui (M, ·).
Este clar că ı̂n H avem exact 4 elemente, şi anume:

I =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , X =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

 , Y =


0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , Z =


0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

 .

Singurul candidat posibil pentru izomorfism este n = 4. Obţinem o contradicţie dacă observăm că,

ı̂n grupul (H, ·), avem I2 = X2 = Y 2 = Z2 = I4, iar ı̂n Z4 există elemente a pentru care a + a 6= 0.

Putem obţine o contradicţie şi alcătuind tablele operaţiilor celor două grupuri.

Barem de punctaj:

din oficiu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

(1) Verificarea T−1 = T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

Observaţia că M are cel puţin 2 elemente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Axiomele grupului (enunţate sau utilizate) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .5p

M este parte stabilă la ı̂nmulţire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .10p

Final (element neutru, invers...) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .10p



(2) Demonstraţia faptului că matricele dinM nu pot avea o linie sau coloană cu 2 (sau mai multe)

elemente nenule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Aceste elemente sunt egale cu 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Reciproc, orice astfel de matrice este din M . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Concluzia (numărul de elemente din M este 24) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .5p

(3) H este parte stabilă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

Deci H este subgrup cu 4 elemente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

Argument: nu există n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

Problema 2. Pentru fiecare număr real a considerăm funcţia fa : R→ R definită prin

fa(x) = max{sin(x), cos(x) + a}.

(1) Dacă fa(0) = 2, calculaţi fa(
3π
4

) şi
2π∫
0

fa(x)dx.

(2) Demonstraţi că pentru orice x, y ∈ [0, π
2
], are loc inegalitatea f1(

x+y
2

) ≥ f1(x)+f1(y)
2

.

Găsiţi apoi un interval I de lungime maximă, care ı̂l conţine pe 0, pe care funcţia f2 verifică

aceeaşi inegalitate, adică pentru orice x, y ∈ I avem f2(
x+y
2

) ≥ f2(x)+f2(y)
2

.

(3) Determinaţi toate numerele reale a pentru care funcţia fa este derivabilă pe R.

Demonstraţie

(1) Din faptul că fa(0) = 2 rezultă că max{0, 1 + a} = 2, de unde e necesar ca 1 + a = 2, ceea ce

implică a = 1. În această situaţie obţinem că

fa

(
3π

4

)
= f1

(
3π

4

)
= max

{√
2

2
, 1−

√
2

2

}
=

√
2

2
.

Să observăm mai ı̂ntâi că pe intervalul [0, 2π] funcţia f1 se poate explicita astfel:

f1(x) =

 cos(x) + 1, x ∈
[
0, π

2

]
∪ [π, 2π],

sin(x), x ∈
(
π
2
, π
)
.



Prin urmare,

2π∫
0

f1(x)dx =

π
2∫

0

(1 + cos(x))dx+

π∫
π
2

sin(x)dx+

2π∫
π

(1 + cos(x))dx =

= (x+ sin(x))
∣∣∣π2
0

+ (− cos(x))
∣∣∣π
π
2

+ (x+ sin(x))
∣∣∣2π
π

=
π

2
+ 1 + (−(−1)) + 2π − π =

3π

2
+ 2.

(2) Pentru orice x ∈
[
0, π

2

]
avem f1(x) = 1 + cos(x), de unde f ′′1 (x) = − cos(x) ≤ 0, deci f1 este

concavă pe intervalul
[
0, π

2

]
. Prin urmare,

f1

(
x+ y

2

)
≥ f1(x) + f1(y)

2
, (∀)x, y ∈

[
0,
π

2

]
.

Cum sin(x) ≤ 1 ≤ 2 + cos(x) (∀)x ∈ R avem că

f2(x) = max{sin(x), 2 + cos(x)} = 2 + cos(x), (∀)x ∈ R.

Afirmaţie: Intervalul de lungime maximă căutat care ı̂l conţine pe 0 şi pe care f2 este concavă

este
[
−π

2
, π
2

]
.

Pentru demonstrarea acestei afirmaţii să observăm mai ı̂ntâi că f2 este concavă pe
[
−π

2
, π
2

]
şi este

convexă pe
[
π
2
, 3π

2

]
. Presupunem prin absurd că există a > π

2
aastfel ı̂ncât f2 este concavă pe

[
−π

2
, a
]
.

Atunci există x0, y0 ∈
[
−π

2
, a
]

astfel ı̂ncât π
2
< x0 < y0 < π. Cum f2 este convexă pe

[
π
2
, π
]
, avem că

f2

(
x0 + y0

2

)
≤ f2(x0) + f2(y0)

2
.

Dar, din presupunerea făcută avem şi

f2

(
x0 + y0

2

)
≥ f2(x0) + f2(y0)

2
,

ceea ce ı̂mpreună cu relaţia anterioară implică f2(
x0+y0

2
) = f2(x0)+f2(y0)

2
. Înlocuind pe f2 obţinem că

cos

(
x0 + y0

2

)
= cos

(
x0 + y0

2

)
· cos

(
x0 − y0

2

)
.



Însă, deoarece π
2
< x0+y0

2
< π rezultă că cos(x0+y0

2
) 6= 0 şi simplificând ı̂n egalitatea de mai sus

obţinem că cos(x0−y0
2

) = 1. Deoarece din x0, y0 ∈
(
π
2
, π
)

obţinem x0−y0
2
∈
(
−π

4
, π
4

)
, atunci cos(x0−y0

2
) =

1 implică x0 = y0, o contradicţie.

(3)

fa(x) = max{sin(x), a+ cos(x)} =
sin(x) + cos(x) + a+ |sin(x)− cos(x)− a|

2
=

=
sin(x) + cos(x) + a

2
+

1

2

∣∣∣ sin(x)− cos(x)− a
∣∣∣

Considerăm funcţia ga : R −→ R, ga(x) = |sin(x)− cos(x)− a| =
√

2
∣∣∣sin(x− π

4
)− a√

2

∣∣∣. Atunci fa

este derivabilă pe R dacă şi numai dacă ga este derivabilă pe R.

1. Dacă a√
2
≥ 1 adică a ≥

√
2, avem ga(x) =

√
2
(

a√
2
− sin(x− π

4
)
)

pentru orice x ∈ R şi deci

funcţia este derivabilă pe R.

2. Dacă a√
2
≤ −1 adică a ≤ −

√
2, avem ga(x) = −

√
2
(

a√
2
− sin(x− π

4
)
)

pentru orice x ∈ R şi deci

funcţia este derivabilă pe R.

3. Dacă a√
2
∈ (−1, 1) adică a ∈ (−

√
2,
√

2), atunci

ga(x) =


√

2
(

a√
2
− sin(x− π

4
)
)
, dacă sin(x) ≥ a√

2
,

−
√

2
(

a√
2
− sin(x− π

4
)
)
, dacă sin(x) ≤ a√

2
.

Demonstrăm că ga nu este derivabilă pe R. Alegem un punct x0 pentru care ga(x0) = 0 şi arătăm

că funcţia nu este derivabilă ı̂n x0.

Dacă ga(x) = 0 atunci sin(x − π
4
) = a√

2
, adică x este de forma π

4
+ (−1)n arcsin

(
a√
2

)
+ nπ, unde

n ∈ Z.

Pentru n = 0 obţinem x0 = π
4

+ arcsin ( a√
2
) ∈ (−π

2
, π
2
). Cum funcţia sin este strict crescătoare pe

intervalul (−π
2
, π
2
) avem că:

ga(x) =

 −
√

2
(

a√
2
− sin(x− π

4
)
)
, dacă x ∈ (−π

4
, x0],

√
2
(

a√
2
− sin(x− π

4
)
)
, dacă x ∈ (x0,

3π
4

).

Presupunem că funcţia ga este derivabilă ı̂n x0. Atunci derivatele la stânga şi la dreapta ı̂n x0 există,

sunt finite şi sunt egale.

Cum ga este continuă pe (−π
4
, x0], este derivabilă pe (−π

4
, x0) şi

lim
x→x0,x<x0

ga(x) = lim
x→x0,x<x0

(
− cos

(
x− π

4

))
= − cos

(
x0 −

π

4

)
deducem că (ga)

′
s(x0) = − cos(x0 − π

4
).

Analog obţinem că (ga)
′
d(x0) = cos(x0 − π

4
), adică cos(x0 − π

4
) = 0. Rezultă că sin(x0 − π

4
) = 1 sau

−1, ceea ce reprezintă o contradicţie cu faptul că x0 − π
4
∈ (−π

2
, π
2
). Prin urmare, funcţia ga nu este

derivabilă ı̂n x0.



(Redactare alternativă pentru cazul 3. Vom folosi următoarea lemă:

Lemă. Fie u : R → R o funcţie derivabilă şi v : R → R, v(x) = |u(x)|. Atunci v este derivabilă

dacă şi numai dacă pentru orice a ∈ R cu u(a) = 0 avem şi u′(a) = 0.

Demonstraţia lemei: Fie a ∈ R cu u(a) = 0. Distingem două situaţii:

1) Există r > 0 cu proprietatea că u(x) ≥ 0 pentru orice x ∈ (a − r, a + r) (sau u(x) ≤ 0 pentru

orice x ∈ (a − r, a + r)). Atunci a este punct de extrem local al funcţiei u şi, conform Teoremei lui

Fermat, deducem că u′(a) = 0.

2) Pentru orice r > 0, există xr, yr ∈ (a− r, a+ r) cu proprietatea că u(xr) > 0 şi u(yr) > 0. Atunci

pentru orice n ∈ N∗ există xn, yn ∈
(
a− 1

n
, a+ 1

n

]
pentru care u(xn) > 0 şi u(yn) < 0. (1)

În plus, lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = a. Presupunem că v este derivabilă ı̂n a. Atunci, există lim
x→a

v(x)−v(a)
x−a =

v′(a). Cum lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = a deducem că

v′(a) = lim
n→∞

v(xn)− v(a)

xn − a
= lim

n→∞

u(xn)− u(a)

xn − a
= u′(a),

v′(a) = lim
n→∞

v(yn)− v(a)

yn − a
= lim

n→∞

−u(yn)− (−u(a))

yn − a
= −u′(a).

Aşadar v′(a) = u′(a) = −u′(a), adică u′(a) = 0.

Preeupunem acum că u′(a) = 0. Atunci, pentru orice ε > 0 există δε > 0 cu proprietatea că pentru

orice x ∈ R cu |x− a| < δε are loc relaţia∣∣∣∣u(x)− u(a)

x− a
− u′(a)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣u(x)− u(a)

x− a

∣∣∣∣ < ε

2
.

De aici deducem că pentru orice x ∈ R cu |x− a| < δε avem∣∣∣∣v(x)− v(a)

x− a
− 0

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣u(x)− u(a)

x− a

∣∣∣∣+

∣∣∣∣−u(x)− (−u(a))

x− a

∣∣∣∣ ≤ ε,

adică lim
x→a

v(x)−v(a)
x−a = 0. Rezultă că u′(a) = 0. �

Revenind la rezolvarea problemei, fie x0 ∈ R pentru care ga(x0) = 0. Conform lemei anterioare ga
este derivabilă ı̂n x0 dacă şi numai dacă

√
2

(
sin
(
x0 −

π

4

)
− a√

2

)
= 0 şi

√
2 cos

(
x0 −

π

4

)
= 0,

adică sin
(
x0 − π

4

)
= a√

2
şi cos

(
x0 − π

4

)
= 0, contradicţie deoarece sin2

(
x0 − π

4

)
+ cos2

(
x0 − π

4

)
=

a2

2
< 1.)

Barem de punctaj:

din oficiu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

(1) Identificarea lui a = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

Calculează f1
(
3π
4

)
=
√
2
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .10p

Explicitarea funcţiei f1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .10p

Calcularea integralei
2π∫
0

f1(x)dx = 3π
2

+ 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p



(2) Demonstrarea inegalităţii pentru f1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

Identificarea intervalului I şi demonstrarea faptului că este de lungime maximă . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

(3) Studiul funcţiei x→ sin(x)− cos(x)− a şi identificarea maximului şi a minimului . . . . . . . .10p

Demonstrarea faptului că f este derivabilă pentru |a| ≥
√

2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .10p

Demonstrarea faptului că f nu este derivabilă pentru |a| <
√

2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

Problema 3. Se consideră pentagonul convex ABCDE (vezi figura de mai jos). Notăm cu a

perimetrul pentagonului ABCDE, cu b suma lungimilor tuturor diagonalelor pentagonului ABCDE

şi cu c perimetrul pentagonului A1B1C1D1E1 (ale cărui laturi sunt desenate cu albastru). Toate

lungimile segmentelor ce apar ı̂n această problemă (laturi, diagonale, etc.) sunt măsurate cu aceeaşi

unitate de măsură fixată.

(1) Demonstraţi că suma unghiurilor marcate pe figură cu roşu este 180◦.

(2) Demonstraţi că au loc următoarele inegalităţi: a+ c < b < 2a.

Justificaţi apoi că dacă a, b, c sunt numere naturale prime atunci a+ b+ c ≥ 20.

(3) Există un pentagon regulat ABCDE astfel ı̂ncât, pentru acesta, a şi b să fie numere naturale?

Justificaţi răspunsul.

Demonstraţie

(1) În triunghiul ACD avem m(ĈAD) + m(ÂCD) + m(ĈDA) = 180◦. Avem următoarele relaţii

m(ÂCD) = m(ÂCE)+m(ÊCD) şi m(ÂDC) = m(ÂDB)+m(B̂DC). Cum m(ÊCD)+m(ĈA1D)+

m(B̂DC) = 180◦ (suma măsurilor unghiurilor triunghiuluiA1CD), m(ÊBA1)+m(B̂A1E)+m(B̂EA1) =

180◦ (suma măsurilor unghiurilor triunghiului A1BE) şi m(B̂A1E) = m(ĈA1D) (unghiuri opuse la

vârf) atunci obţinem că (*): m(ÊCD) +m(B̂DC) = m(ÊBA1) +m(B̂EA1). Deci:

180◦ = m(ĈAD) +m(ÂCE) +m(ÊCD) +m(ÂDB) +m(B̂DC) =

m(ĈAD) +m(ÂCE) +m(ÂDB) +m(ÊBA1) +m(B̂EA1),

unde pentru ultima egalitate am folosit relaţia (*).



(2) Aplicând inegalitatea triunghiului ı̂n fiecare din triunghiurile AD1B, BE1C, CA1D, DB1E şi

AC1E obţinem următoarele relaţii:

AB < AD1 +BD1, BC < BE1 + CE1, CD < CA1 +DA1, DE < DB1 +B1E,AE < AC1 + C1E,

pe care adunându-le, şi ulterior adunând ı̂n ambii membri D1E1 +E1A1 +A1B1 +B1C1 +C1D1(= c)

obţinem a+ c < b.

Pentru a demonstra a doua inegalitate, aplicăm inegalitatea triunghiului ı̂n fiecare din triunghiurile

ABC, BCD, CDE, DEA şi ABE:

AB +BC > AC,BC + CD > BD,CD +DE > CE,DE + AE > AD,AE + AB > BE,

şi apoi adunând relaţiile obţinem că 2a > b.

Pentru partea a doua presupunem prin reducere la absurd că există a, b, c prime astfel ı̂ncât a+b+c <

20. Cum a+c < b rezultă că a+c < 10. Pe de altă parte cum a+c < 2a avem că c < a şi ţinând cont că

a, c sunt prime cu a+ c < 10 avem de analizat următoarele cazuri: (c, a) ∈ {(2, 3), (2, 5), (2, 7), (3, 5)}.
Dacă c = 2 şi a = 3 rezultă că b = 5, deoarece a < b < 2a, ı̂nsă obţinem o contradicţie cu a+ c < b.

Dacă c = 2 şi a = 5 rezultă că b = 7, deoarece a < b < 2a, ı̂nsă obţinem o contradicţie cu a+ c < b.

Dacă c = 2 şi a = 7 rezultă că b = 11 sau b = 13, deoarece a < b < 2a, ı̂nsă obţinem o contradicţie

cu a+ b+ c < 20.

Dacă c = 3 şi a = 5 rezultă că b = 7, deoarece a < b < 2a, ı̂nsă obţinem o contradicţie cu a+ c < b.

Prin urmare, presupunerea e falsă şi obţinem că a+ b+ c ≥ 20.

(3) Dacă notăm cu l lungimea laturii pentagonului regulat şi L lungimea diagonalei pentagonului

regulat, atunci a = 5l şi b = 5L.

Cum ABCDE este un pentagon regulat rezultă imediat că CE||AB, AC||DE. În particular,

ABCE este un trapez isoscel, iar DCD1E este un paralelogram. Cum DCD1E este paralelogram,

avem D1E = CD = l, iar D1B = BE −D1E = L− l. În trapezul isoscel ABCE triunghiurile AD1B



şi CD1E sunt asemenea şi
AB

CE
=
BD1

D1E
, adică

l

L
=
L− l
l

,

de unde L2−Ll− l2 = 0. Împărţind cu l2 şi notând L
l

cu t obţinem că t2−t−1 = 0, de unde t = 1+
√
5

2
.

Deci, L
l

= 1+
√
5

2
∈ R \ Q, deci L, l nu pot fi simultan raţionale. Prin urmare, nu există un pentagon

regulat cu proprietăţile din enunţ.

(O soluţie alternativă pentru (3) poate fi obţinută aplicând teorema cosinusului ı̂n triunghiul ABC:

AC2 = AB2 +BC2 − 2AB ·BC · cos(ÂBC),

de unde, ţinând cont că m(ÂBC) = 108◦, obţinem L2 = 2l2(1 + cos(72◦)) = 4l2 cos2(36◦). Se poate

arăta via numere complexe că cos(36◦) = 1+
√
5

4
şi prin urmare L = 2l cos(36◦) = l 1+

√
5

2
.)
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