
Concursul MateInfoUB 2022

Barem

Barem de punctaj pentru Problema 1:

din oficiu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

(1) Demonstrează că A este parte stabilă la adunare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

Foloseşte implicit sau demonstrează explicit relaţia ε2 + ε+ 1 = 0, sau o relaţie echivalentă . . . . 10p

Demonstrează că A este parte stabilă la ı̂nmulţire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

(2) Foloseşte definiţia elementului inversabil şi deduce un sistem de ecuaţii de tipul ac − bd = 1,

bc+ ad− bd = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .10p

Rezolvă sistemul (aflând c şi d ı̂n funcţie de a şi b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

Deduce (̂ın cazul ab 6= 0) că |a| ≥ a2 − ab+ b2 şi |b| ≥ a2 − ab+ b2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Finalizează calculele şi găseşte elementele inversabile {1,−1, ε,−ε, 1 + ε = −ε2,−1− ε = ε2} . . . .5p

Arată că (U(A), ·) are un element de ordin 6 (sau foloseşte faptul că un grup comutativ cu 6 elemente

este ciclic) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

Soluţie alternativă:

Foloseşte definiţia, aplică modulul şi deduce o relaţie de tipul (a2 − ab+ b2)(c2 − cd+ d2) = 1 10p

Prelucrează egalitatea modulelor şi deduce a2 − ab+ b2 = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .10p

Scrie egalitatea sub forma (2a− b)2 + 3b2 = 4 (sau echivalent) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Finalizează calculele şi găseşte elementele inversabile {1,−1, ε,−ε, 1 + ε = −ε2,−1− ε = ε2} . . . .5p

Defineşte explicit o funcţie de la (U(A), ·) la (Z6,+), de exemplu ϕ : (U(A), ·)→ (Z6,+) definită prin

ϕ((−ε)j) = j (mod 6) pentru orice j, şi arată că este izomorfism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

(3) Observă că o soluţie a ecuaţiei este din U(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .10p

Obţine p ∈ {1,−1, 2,−2} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .10p

Soluţie alternativă:

Scrie p = a+ εb, x = m+ εn, apoi deduce un sistem cu necunoscutele ı̂ntregi a, b,m, n . . . . . . 10p

Obţine p ∈ {1,−1, 2,−2} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .10p



Observaţie: Pentru identificarea unor cazuri particulare (de exemplu, observaţia că p = 1 este

bun, pentru că o soluţie este ε) se pot obţine maxim 5 puncte, care nu se cumulează cu cele de mai

sus.

Barem de punctaj pentru Problema 2:

din oficiu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

(1) Explicitează funcţia pe intervalul [k; k + 1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

Calculează derivata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

Observă faptul că derivata este strict pozitivă şi obţine monotonia funcţiei . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

(2) Determină imaginea funcţiei pe fiecare interval [k; k + 1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

Determină imaginea lui f . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

Afirmă şi demonstrează faptul că “Ecuaţia f(x) = λ are cel mult o soluţie ı̂n fiecare din intervalele

[k; k + 1)” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .10p

Determină mulţimea valorilor lui λ adică
[√

2023+1√
2024

;
√
2022+1√
2023

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

(3) Demonstrează că funcţia f este integrabilă pe intervalul [n, n+ 1] (de exemplu, pentru că diferă

de o funcţie continuă ı̂ntr-un singur punct) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Demonstrează o inegalitate de forma 1 ≤ In ≤
√
n+1√
n+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

Aplică “Lema cleştelui” şi obţine lim
n→+∞

In = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Barem de punctaj pentru Problema 3:

din oficiu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

(1) Observă că OM este mediană ı̂n triunghiul OAB, deci AOMA = AOMB . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

Deduce egalitatea de arii din enunţ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .10p

Arată egalitatea perimetrelor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .10p

(2) Scrie egalitatea din enunţ şi deduce AB + CD = BC + AD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

Deduce că pentru orice punct din interiorul patrulaterului avem egalitatea perimetrelor . . . . . . . .10p

Demonstrează că patrulaterul este circumscriptibil şi că centrul cercului ı̂nscris verifică egalitatea de

arii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20p

Soluţie alternativă:

Scrie egalitatea din enunţ şi deduce AB + CD = BC + AD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

Deduce că pentru orice punct din interiorul patrulaterului avem egalitatea perimetrelor . . . . . . . .10p



Arată că mijlocul uneia din diagonale verifică egalitatea de arii din enunţ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .20p

(3) Exprimă analitic (prin intermediul unor determinanţi) egalitatea de arii . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

Deduce că dacă ABCD nu e romb, mulţimea căutată este un segment de dreaptă . . . . . . . . . . . . . 10p

Soluţie alternativă:

Demonstrează că locul geometric al punctelor din interior pentru care există egalitatea de arii din

enunţ este sau un segment, sau tot interiorul patrulaterului . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .10p

Concluzia: dacă ABCD nu e romb, mulţimea căutată este un segment de dreaptă . . . . . . . . . . . . . 10p


