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Problema 1.
Folosim egalitatile e® =1, e2 + ¢ +1 = 0.
1). Rezulta imediat, din

(a +be)(c+ de) = ac+ (be + ad)e + bde® = (ac — bd) + (bc + ad — bd)e.

2). Calcul direct; elementele inversabile sunt determinate de perechile de numere intregi (a,b)
pentru care exista perechea de numere intregi (¢, d) astfel ca

(ac — bd) + (bc + ad — bd)e = 1.

Aceasta conduce la sistemul

{ ac —bd — (bc+ad — bd) = 1

bc+ad—bd =0
adica
ac—bd =1
bc+ ad — bd = 0
De aici rezulta
a—>
1 —
(1) ¢ a? —ab+ b2
si
—b
2 -z
(2) d a? — ab 4+ b?

Cum a? — ab+b* = (a — 3b)? + 3b* deducem ca pentru |b| > 2 avem 2b? > [b| deci a® —ab+b* > | —b|
deci d ¢ Z. Ca atare, b € {—1,0,1}. Inlocuind pe réand aceste valori in (1) si (2) gasim solutiile

(CL, b) < {(17 0)7 (_17 0)7 (Oa 1)a (17 1)7 (0, _1): (_17 _1)}
adica elementele inversabile sunt
U(A) = {1;—1,;5 ;1 +e(= —€%); =1 —e(= &%)}
Se poate observa ca grupul (U(A), -) este generat de —¢ (celalalt posibil generator al grupului este

1+ ¢). Rezultd atunci cd, de exemplu, ¢ : (U(A),-) — (Zg,+), definit prin ¢((—e)’) = j (mod 6)
pentru orice j = 1,6 este un izomorfism de grupuri.



3). Fie z1,25 € C solutiile ecuatiei. Daca presupunem x; € A, cum xo = —p — x1 iar p € A,
deducem ca si x5 € A. Dar 2725 = 1 de unde vedem ca z; apartine lui U(A). Deducem —p = x1 + ml—l
cu x; € U(A) de unde

1 1 1 1
—PE {273—235+—;—(€+—);82+—2;— <€2+—2)}
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pe{l;—-1;2;-2}.

Reciproc, se verificd imediat c& pentru orice p € {1; —1;2; —2} ecuatia 22 + px + 1 = 0 are toate
solutiile in A.



Problema 2.
1). Fie k € N*. Pentru orice x € [k, k + 1) avem f(z) = \/EJ“T Vxx_k Pentru = € (k,k + 1) avem:
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Dar 2z+/x(x — k)(Vk + V& — k) > 0,Vo € (k,k + 1), iar cum 2 € (k,k 4+ 1) 5i & > 1 deducem si
2k — x> 0,Vz € (k,k+1). Deci f'(z) > 0 pentru orice z € (k,k + 1), ca atare f e strict crescatoare
pe (k,k +1). Din f strict crescatoare pe (k,k + 1) si f continua la dreapta in k rezulta ca pentru
orice x € (k,k+ 1) avem f(z) > ilirllg f(z) = f(k). Asadar f este strict crescatoare pe [k, k + 1).

w>k

2). Evident, avem f(k) = 1. Pe de alta parte

= (2k — 2)

VE+1

lim f(x)
T vk+1

sl cum f e continua si crescatoare pe [k, k + 1) deducem

1'\/E+1>'

f([k7k+1)): [ ’\/k——i-l

. 1 v
Cum sirul <‘/ZL> este descrescator, deducem
n>1

. V21
Jm(f)_[l,\/é)ull, 7 )u = [1,V2).

Deducem Ay # ) < X € [1;1/2). Avem apoi:

e Pentru A = 1, multimea A, are o infinitate de elemente (A, = N*).
e Pentru A € (1,v/2) avem ci Ay este nevida si finita.

Cum f este strict crescatoare pe [k, k + 1), deducem ca ecuatia f(z) = A are cel mult o solutie in
intervalul [k, k + 1). Dar, din

f ([ + 1) = [n”“)

vk +1
Vi+1

avem cd f(x) = A are o solutie in [k, k + 1) dacé si numai dacd 1 <A < V=5




(Obs: daca ecuatia f(x) = A are o solutie in [k, k + 1), atunci are o solutie si in orice interval din

[1,2),2,3),.... [k — 1,k)).
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3). Fie g : [n,n+ 1] — R definita prin g(x) = \/MT . Cum g este continua rezulta ca g este

integrabils Riemann. In plus, multimea {z € [n,n 4 1]| f(z) # g(z)} contine un singur element, de
n+1 n+1

unde rezulta ca f este integrabild Riemann pe [n,n + 1] si / f(z)de = / g(x)dx. Pentru orice

x € [n,n + 1] avem ca
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Problema 3.
1). Folosim faptul ca triunghiurile OAM si OBM (si cele analoage) au arii egale.

Partea despre perimetre presupune observarea faptului ca orice segment ce apare in suma de perime-
tre din stanga se regaseste si in suma din dreapta.

2). Conditia din enunt ne asigura ca %AB + %BC + %C’D + %AD = %BC’ + %CD + %AD + %AB
adica AB + CD = BC + AD.

Egalitatea anterioara arata ca ABC'D este patrulater circumscriptibil si ca, pentru orice punct Z
din interiorul patrulaterului ABCD, are loc egalitatea de perimetre din enunt.

In plus, centrul cercului inscris in patrulaterul ABC'D (notat T') verifica egalitatea de arii ceruta,
deoarece, descompunand patrulaterele in triunghiuri, obtinem:

r (2 1
A =—(=-AB+ -BC
TEBF = § (3 + 3 ) ’
r (2 1
Arpoc = 3 §BC + gC’D) )



(unde r este raza cercului inscris) de unde se verifica usor relatia ceruta.

3). Un punct T'(z,y) verifica conditia referitoare la arii de la 2) daca si numai daca
Arap + Arcp = Arpe + Arpa

Exprimam aceasta egalitate cu ajutorul unor determinanti, notand coordonatele lui A (intr-un sis-

tem de axe) cu (ay, az) (si similar (b, by) pentru B, (¢1, ¢2) pentru C' si (dy, d2) pentru D). Parcurgand
toate triunghiurile in acelagi sens, de exemplu in sens trigonometric, nu este nevoie sa consideram
modulul determinantilor pentru calculul ariei si egalitatea de mai sus devine:
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Putem rescrie aceasta egalitate sub forma:

T Y 1
aitcr  aztco _

5 5 11=0
bi+di  ba+do 1
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Deoarece patrulaterul ABC' D nu poate fi paralelogram (pentru ca, fiind circumscriptibil, ar fi romb-
exclus!) egalitatea de mai sus inseamna ca punctul T se afla pe dreapta ce contine mijloacele diago-

nalelor AC' si BD ale patrulaterului. De aceea, nu putem avea trei puncte necoliniare cu proprietatile
de la 2).



