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Soluţii

Problema 1.

Folosim egalităţile ε3 = 1, ε2 + ε+ 1 = 0.

1). Rezultă imediat, din

(a+ bε)(c+ dε) = ac+ (bc+ ad)ε+ bdε2 = (ac− bd) + (bc+ ad− bd)ε.

2). Calcul direct; elementele inversabile sunt determinate de perechile de numere ı̂ntregi (a, b)

pentru care există perechea de numere ı̂ntregi (c, d) astfel ca

(ac− bd) + (bc+ ad− bd)ε = 1.

Aceasta conduce la sistemul

{
ac− bd− 1

2
(bc+ ad− bd) = 1

bc+ ad− bd = 0

adică {
ac− bd = 1

bc+ ad− bd = 0

De aici rezultă

c =
a− b

a2 − ab+ b2
(1)

şi

d =
−b

a2 − ab+ b2
(2)

Cum a2− ab+ b2 = (a− 1
2
b)2 + 3

4
b2 deducem că pentru |b| ≥ 2 avem 3

4
b2 > |b| deci a2− ab+ b2 > |− b|

deci d 6∈ Z. Ca atare, b ∈ {−1, 0, 1}. Înlocuind pe rând aceste valori ı̂n (1) şi (2) găsim soluţiile

(a, b) ∈ {(1, 0), (−1, 0), (0, 1), (1, 1), (0,−1), (−1,−1)}

adică elementele inversabile sunt

U(A) = {1;−1, ; ε;−ε; 1 + ε(= −ε2);−1− ε(= ε2)}.

Se poate observa că grupul (U(A), ·) este generat de −ε (celălalt posibil generator al grupului este

1 + ε). Rezultă atunci că, de exemplu, ϕ : (U(A), ·) 7→ (Z6,+), definit prin ϕ((−ε)j) = j (mod 6)

pentru orice j = 1, 6 este un izomorfism de grupuri.



3). Fie x1, x2 ∈ C soluţiile ecuaţiei. Dacă presupunem x1 ∈ A, cum x2 = −p − x1 iar p ∈ A,

deducem că şi x2 ∈ A. Dar x1x2 = 1 de unde vedem că x1 aparţine lui U(A). Deducem −p = x1 + 1
x1

cu x1 ∈ U(A) de unde

−p ∈
{

2, ;−2; ε+
1

ε
;−(ε+

1

ε
); ε2 +

1

ε2
;−
(
ε2 +

1

ε2

)}
Dar ε+ 1

ε
= ε2+1

ε
= −ε

ε
= −1, iar ε2 + 1

ε2
= ε4+1

ε2
= ε+1

ε2
= −1, de unde rezultă

p ∈ {1;−1; 2;−2} .

Reciproc, se verifică imediat că pentru orice p ∈ {1;−1; 2;−2} ecuaţia x2 + px + 1 = 0 are toate

soluţiile ı̂n A.



Problema 2.

1). Fie k ∈ N∗. Pentru orice x ∈ [k, k + 1) avem f(x) =
√
k+
√
x−k√
x

. Pentru x ∈ (k, k + 1) avem:

f ′(x) =

1
2
√
x−k ·

√
x− (

√
k +
√
x− k) 1

2
√
x
·

x
=

=
x− (

√
k +
√
x− k)

√
x− k

2x
√
x
√
x− k

=

=
x− (x− k)−

√
k
√
x− k

2x
√
x(x− k)

=

=

√
k(k − x+ k)

2x
√
x(x− k)(

√
k +
√
x− k)

=

= (2k − x)

√
k

2x
√
x(x− k)(

√
k +
√
x− k)

.

Dar 2x
√
x(x− k)(

√
k +
√
x− k) > 0,∀x ∈ (k, k + 1), iar cum x ∈ (k, k + 1) şi k ≥ 1 deducem şi

2k − x > 0,∀x ∈ (k, k + 1). Deci f ′(x) > 0 pentru orice x ∈ (k, k + 1), ca atare f e strict crescătoare

pe (k, k + 1). Din f strict crescătoare pe (k, k + 1) şi f continuă la dreapta ı̂n k rezultă că pentru

orice x ∈ (k, k + 1) avem f(x) > lim
x→k
x>k

f(x) = f(k). Aşadar f este strict crescătoare pe [k, k + 1).

2). Evident, avem f(k) = 1. Pe de altă parte

lim
x→k+1
x<k+1

f(x) =

√
k + 1√
k + 1

şi cum f e continuă şi crescătoare pe [k, k + 1) deducem

f ([k, k + 1)) =

[
1;

√
k + 1√
k + 1

)
.

Cum şirul
(√

n+1√
n+1

)
n≥1

este descrescător, deducem

Im(f) = [1;
√

2) ∪

[
1;

√
2 + 1√

3

)
∪ · · · = [1,

√
2).

Deducem Aλ 6= ∅ ⇔ λ ∈ [1;
√

2). Avem apoi:

• Pentru λ = 1, mulţimea Aλ are o infinitate de elemente (Aλ = N∗).
• Pentru λ ∈ (1,

√
2) avem că Aλ este nevidă şi finită.

Cum f este strict crescătoare pe [k, k + 1), deducem că ecuaţia f(x) = λ are cel mult o soluţie ı̂n

intervalul [k, k + 1). Dar, din

f ([k, k + 1)) =

[
1;

√
k + 1√
k + 1

)
avem că f(x) = λ are o soluţie ı̂n [k, k + 1) dacă şi numai dacă 1 < λ <

√
k+1√
k+1



(Obs: dacă ecuaţia f(x) = λ are o soluţie ı̂n [k, k + 1), atunci are o soluţie şi ı̂n orice interval din

[1, 2), [2, 3), . . . , [k − 1, k)).

Deci

|Aλ| = 2022⇔
√

2023 + 1√
2024

≤ λ <

√
2022 + 1√

2023
adică

λ ∈

[√
2023 + 1√

2024
;

√
2022 + 1√

2023

)

3). Fie g : [n, n + 1] → R definită prin g(x) =
√
n+
√
x−n√
x

. Cum g este continuă rezultă că g este

integrabilă Riemann. În plus, mulţimea {x ∈ [n, n + 1]| f(x) 6= g(x)} conţine un singur element, de

unde rezultă că f este integrabilă Riemann pe [n, n+ 1] şi

∫ n+1

n

f(x)dx =

∫ n+1

n

g(x)dx. Pentru orice

x ∈ [n, n+ 1] avem că

1 ≤ g(x) ≤
√
n+ 1√
n+ 1

de unde

1 ≤
∫ n+1

n

g(x)dx ≤
√
n+ 1√
n+ 1

i.e.

1 ≤ In ≤
√
n+ 1√
n+ 1

de unde

lim
n→+∞

In = 1.



Problema 3.

1). Folosim faptul că triunghiurile OAM şi OBM (şi cele analoage) au arii egale.

Partea despre perimetre presupune observarea faptului că orice segment ce apare ı̂n suma de perime-

tre din stânga se regăseşte şi ı̂n suma din dreapta.

2). Condiţia din enunţ ne asigură că 2
3
AB + 1

3
BC + 2

3
CD + 1

3
AD = 2

3
BC + 1

3
CD + 2

3
AD + 1

3
AB

adică AB + CD = BC + AD.

Egalitatea anterioară arată că ABCD este patrulater circumscriptibil şi că, pentru orice punct Z

din interiorul patrulaterului ABCD, are loc egalitatea de perimetre din enunţ.

În plus, centrul cercului ı̂nscris ı̂n patrulaterul ABCD (notat T ) verifică egalitatea de arii cerută,

deoarece, descompunând patrulaterele ı̂n triunghiuri, obţinem:

ATEBF =
r

2

(
2

3
AB +

1

3
BC

)
,

ATFCG =
r

2

(
2

3
BC +

1

3
CD

)
,

ATGDH =
r

2

(
2

3
CD +

1

3
DA

)
,

ATHAE =
r

2

(
2

3
DA+

1

3
AB

)
,



(unde r este raza cercului ı̂nscris) de unde se verifică uşor relaţia cerută.

3). Un punct T (x, y) verifică condiţia referitoare la arii de la 2) dacă şi numai dacă

ATAB + ATCD = ATBC + ATDA

Exprimăm această egalitate cu ajutorul unor determinanţi, notând coordonatele lui A (̂ıntr-un sis-

tem de axe) cu (a1, a2) (şi similar (b1, b2) pentru B, (c1, c2) pentru C şi (d1, d2) pentru D). Parcurgând

toate triunghiurile ı̂n acelaşi sens, de exemplu ı̂n sens trigonometric, nu este nevoie să considerăm

modulul determinanţilor pentru calculul ariei şi egalitatea de mai sus devine:

1

2

∣∣∣∣∣∣
x y 1

a1 a2 1

b1 b2 1

∣∣∣∣∣∣+
1

2

∣∣∣∣∣∣
x y 1

c1 c2 1

d1 d2 1

∣∣∣∣∣∣ =
1

2

∣∣∣∣∣∣
x y 1

b1 b2 1

c1 c2 1

∣∣∣∣∣∣+
1

2

∣∣∣∣∣∣
x y 1

d1 d2 1

a1 a2 1

∣∣∣∣∣∣
Putem rescrie această egalitate sub forma:∣∣∣∣∣∣

x y 1
a1+c1

2
a2+c2

2
1

b1+d1
2

b2+d2
2

1

∣∣∣∣∣∣ = 0

Deoarece patrulaterul ABCD nu poate fi paralelogram (pentru că, fiind circumscriptibil, ar fi romb-

exclus!) egalitatea de mai sus ı̂nseamnă că punctul T se află pe dreapta ce conţine mijloacele diago-

nalelor AC şi BD ale patrulaterului. De aceea, nu putem avea trei puncte necoliniare cu proprietăţile

de la 2).


