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Problema 1. a) Determinaţi toate polinoamele P ∈ R[X] de grad trei astfel ı̂ncât P (0) = 0, P (1) =

1, P (2) = 8, P (3) = 27.

b) Pentru un şir oarecare S = (sn)n≥0, de numere reale, definim şirul notat ∆S, ı̂n care termenul de

ordin n este sn+1− sn. Presupunem că şirul A = (an)n≥0 are proprietatea că ∆(∆A) este şir constant,

egal cu 2. Determinaţi a25, dacă a2 = a5 = 0.

c) Fie f : N → R o funcţie cu proprietatea: există un polinom Q ∈ R[X], de grad 2, astfel că

f(n+1)− f(n) = Q(n), pentru orice număr natural n. Demonstraţi că există un polinom P ∈ R[X],

de grad 3, astfel ı̂ncât f(n) = P (n), pentru orice număr natural n.

d) Fie B = (bn)n≥0 un şir cu proprietatea că ∆(∆B) este o funcţie polinomială de grad 2.

Demonstraţi că mulţimea valorilor termenilor acestui şir nu poate conţine toate numerele naturale.

Barem de punctaj pentru Problema 1:

din oficiu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

a) Identificarea polinomului Q(X) = P (X) − X3 care are rădăcinile 0, 1, 2, 3, sau a unui sistem de

ecuaţii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

Finalizare: P (X) = X3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .10p

b) ∆A este progresie aritmetică . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Şirul A este o funcţie polinomială, de grad 2, cu coeficient maximal egal cu 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

Calculul lui a25 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .5p

c) Egalitatea f(n) = (
∑n

k=0Q(k)) + f(0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

Descrierea polinomului P . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .5p

Gradul lui P este 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .5p

d) Şirul B este strict monoton de la un rang ı̂ncolo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

Şirul B nu are ca valori toate numerele naturale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .20p



Problema 2. Fie funcţia f : [0, 4] → R,

f(x) =

{
2 +

√
4− x2 , dacă x ∈ [0, 2]√

4− (x− 2)2 , dacă x ∈ (2, 4]

şi L regiunea din planul complex care constă din toate punctele z ∈ C∗ astfel ı̂ncât
z

4
şi

4

z̄
au părţile

reale şi imaginare ı̂n intervalul [0, 1] (unde z reprezintă conjugatul numărului complex z).

a) Arătaţi că f este continuă pe domeniul ei de definiţie şi că f nu e derivabilă ı̂n 2.

b) Calculaţi

∫ 4

0

f(x)dx.

c) Arătaţi că L = {z = x+ iy ∈ C∗ | x, y ∈ [0, 4], (x− 2)2 + y2 ≥ 4 şi x2 + (y − 2)2 ≥ 4}.

d) Determinaţi aria mulţimii L.

Barem de punctaj pentru Problema 2:

din oficiu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

a) Demonstrarea faptului că f este continuă pe [0, 4] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

Demonstrarea faptului că f nu este derivabilă ı̂n x = 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

b) Calculul
∫ 2

0
f(x)dx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15p

Calculul
∫ 4

2
f(x)dx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

Finalizare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

c) Deducerea faptului că dacă z = x+ iy ∈ L atunci x, y ∈ [0, 4] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

Deducerea faptului că dacă z = x+ iy ∈ L atunci (x− 2)2 + y2 ≥ 4 şi x2 + (y − 2)2 ≥ 4 . . . . . . . 10p

Finalizare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

d) Calculul ariei . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .20p



Problema 3. Dreptunghiul ABCD cu lungimea a şi lăţimea b (unde a, b ∈ N) este partiţionat ı̂n

a× b pătrăţele de latură 1. Notăm cu O intersecţia diagonalelor dreptunghiului.

a) Pentru a = 10 şi b = 8, considerăm toţi vectorii cu originea ı̂n O şi cu extremitatea ı̂n unul din

vârfurile pătrăţelelor ı̂n care este partiţionat dreptunghiul (desenul de mai jos prezintă patru astfel

de vectori). Calculaţi modulul sumei tuturor acestor vectori.

b) Pentru a = 75 şi b = 45, determinaţi numărul minim de pătrate cu care poate fi pavat drep-

tunghiul ABCD (pavarea unei suprafeţe ı̂nseamnă acoperirea completă a suprafeţei respective, fără

suprapuneri ı̂ntre ele ale figurilor componente şi fără depăşirea marginilor dreptunghiului).

c) Pentru a = 135 şi b = 75, câte dintre pătrăţelele de latură 1 ce partiţionează dreptunghiul

ABCD au proprietatea că cel puţin una dintre diagonalele dreptunghiului ABCD trece prin centrul

unui pătrăţel (centrul unui pătrăţel fiind punctul de intersecţie a diagonalelor sale)?

d) Fie a = 135 şi b = 75. În fiecare dintre pătrăţelele ce partiţionează dreptunghiul ABCD

construim cercul ı̂nscris. Demonstraţi că niciuna dintre diagonalele AC şi BD ale dreptunghiului

ABCD nu este tangentă la niciunul din aceste cercuri.

Barem de punctaj pentru Problema 3:

din oficiu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

a) Alegerea unui reper cartezian convenabil. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .10p

Finalizare: modulul sumei căutate este 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

b) Construirea unei pavări cu 4 pătrate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20p

Demonstrarea faptului că nu se poate pava cu mai puţin de 4 pătrate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .10p

c) Calculul numărului de pătrăţele care au centrul pe o diagonală . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10p

Observarea simetriei şi calculul numărului de pătrăţele de pe cealaltă diagonală . . . . . . . . . . . . . . . . .5p

Finalizare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

d) Demonstrarea faptului că o diagonală nu este tangentă la niciunul din cercuri . . . . . . . . . . . . . . .15p

Demonstrarea faptului că cealaltă diagonală nu este tangentă la niciunul din cercuri . . . . . . . . . . . . 5p


