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Problema 1. Notam cu R[X| multimea polinoamelor cu coeficienti reali i cu & multimea acelor
polinoame din R[X] care pot fi scrise ca suma a doua patrate de polinoame din R[X].

a) Demonstrati egalitatea: (a? +1) (024 1) = (ab+1)° + (a — b)*,Ya, b € R. Justificati apoi ci S
este parte stabila in raport cu inmultirea polinoamelor.

b) Fie P(X) = (X — 1)3Q(X). Aratati ca dacd P(X) € S atunci Q(1) = 0.

c¢) Determinati toate polinoamele din S de forma P(X) = X%+ aX3 + 0X? + cX + 4 care au toate
radacinile intregi.

d) Aratati ca orice polinom P(X) € R[X] cu proprietatea ca P(a) > 0 pentru orice a € R apartine
multimii S.

Problema 2. Fie F': [0,00) — [0,00), F(x) = / e'V1 + t2dt.
0
a) Demonstrati ca F' este bijectiva.

b) Demonstrati ca w > F (Hy) Vr,y €10, 00).

c¢) Pentru fiecare n € N* notam cu a, unica solutie a ecuatiei F(z) = % Demonstrati ca sirul
(an)nen+ este convergent si calculati lim a,,.
n—oo

d) Calculati lim na,.
n—oo



Problema 3. Fie ABC'DFE un pentagon convex si M, N, P, (Q, R mijloacele laturilor AB, BC,CD, DFE,
respectiv F'A.

= e — e
a) Demonstrati ca AN + A‘C>2 =AM + Ak + ﬁ, apoi calculati AN + BP + @ + DR + EM.
b) Demonstrati ca triunghiurile ANQ si M PR au acelasi centru de greutate.

c¢) Stergem laturile i marcajele varfurilor pentagonului ABC'DFE, pastrand pe desen doar punctele

M, N, P,Q, R, cain figura de mai jos. Descrieti (si justificati) o modalitate de reconstructie a figurii
initiale.
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d) Demonstrati ca pentagonul ABC DE este regulat (adica are laturile de lungimi egale si unghiurile
de masuri egale) daca si numai daca pentagonul M N PQR este regulat.



Rezolvari subiectul 1.

a) Calcul direct:
(@ + 1D+ 1) =a®* +a® +b*+1=(ab+1)* + (ab— 1)

Din P,Q € S deducem c& exista polinoamele A, B, C, D astfel incat P = A% + B%,Q = C? + D
Utilizand, de exemplu, calculul anterior vedem cia P-Q = (AC — BD)*+ (AD + BC)* deci P-Q € S.

b) Daca P = A% 4+ B? atunci A%*(1) + B?*(1) = 0 deci A(1) = B(1) = 0. Conform Bézout, exista
Ay, By € R[X] astfel incat A(X) = (X —1)A;(X),B(X) = (X —1)B;(X) de unde deducem A;(X)?+
Bi(X)? = (X — 1)Q(X). Aplicam acelasi rationament si deducem A;(1) = B;(1) = 0 de unde avem
cd X — 1|Q(X). Ca atare, avem A;(X)?+ B1(X)? = (X — 1)Q(X) si, rationand similar, deducem
Q(1) =0.

¢) Deoarece produsul radacinilor este 4, tinand cont de faptul ca P(xz) > 0,Vx € R deducem ca fiecare
radacina trebuie sa aiba multiplicitate para. Cum radacinile sunt intregi, singurele posibilitati pentru
P(X) sunt (X 4 1)%(X 4 2)2.
d) Descompunem P in factori ireductibili in R[X].

P=c(X —x)™ .. (X —2)™Q1(X)...Qs(X)

cuc € R* xy,...2; € R distincte, si Qq,...,Qs polinoame monice de grad 2 ireductibile. Din
P(z) > 0,Yx € R deducem ¢ > 0 si m; =par pentru orice i = 1,...,t. Deoarece orice polinom

2
ireductibil, monic, de grad 2 este suméa de patrate (deoarece z* + ax + b = (x + %)2 + (w%) )

concluzia rezulta prin inductie dupa s aplicand punctul a).



Rezolvari subiectul 2.

a) Functia F' este o primitiva a lui f(t) = e'v/t? 4 1, deci este derivabila pe [0, +00); in particular,

F este continua. Cum f(t) > 0,Vt € [0, +00) deducem ca F este strict crescatoare pe [0, 00), deci este
T—r00

injectiva. Cum f(¢) > 1,Vt € [0, +00) deducem F(x) > / ldx = x deci lim F(z) = +o0; cum F

0
este continua, din F'(0) = 0 si din proprietatea Darboux deducem ca F' este gi surjectiva pe [0, 400).

b) Deoarece functia f este derivabila , deducem ca F' este de doua ori derivabila si

F'(t)=f'(t) =€ (\/1 + 2+ L) = (LHZ) > 0,Vt € [0,00)
V1F 12 V1+ 12 ’ ’

deci F' este convexa.

¢) Din punctul a), F' este strict crescatoare; cum % > nLH deducem a,, > a,1 deci girul (a,)nen+
este descrescator. Cum a,, > 0 deducem ca este si marginit, deci convergent. Fie ¢ = lim a,; cum F
n—oo

1
este continua si lim — = 0, deducem F'(¢) = F(0). Cum F este bijectiva i F'(0) = 0 deducem ¢ = 0.

n—oo N,
—1(1 F—l
d) Scriem na,, = nkF~1 (%) = r 1<"). E suficient sa demonstram ca lii% (z) exista. Avem,
w x x
F! 1
utilizand teorema lui I’'Hopital, ca 3161{‘% x(x) = i% (F’l)/ (x) = :lv{% W = 1.



Rezolvari subiectul 3.

a) Avem AN+AQ = AB+EC + AL+ED. De asemenea, AM +AP+AL = 28+ AL 47+ BC+CD
Deci

ST iy By Iy IR E ,ED_AB BC CD _AD _AD

2_2+2+2®2_2‘

Pentru a doua egalitate avem:

A B+ 00+ D BV =25+ 20 4 s DD b OEpp EA g 4B
:§<E+ﬁ+@+ﬁ+ﬂ>z

b) Utilizam caracterizarea vectoriala a centrului de greutate a unui triunghi. Daca notam cu G
centrul de greutate al triunghiului ANQ atunci

3AG, = AN + AO.
Similar, notand cu G5 centrul de greutate al triunghiului M PR avem
3AGy = AM + AP + AL,
Utilizand punctul a), deducem A—G1> = I?Gz, deci G1 = Gs.

¢) Fie G centrul de greutate al triunghiului M RP si fie F' mijlocul segmentului N@Q. Construim A
prelungind F'G si considerand A un punct pe semidreapta F'G care se afla la distanta dubla fata de
G decat F. Similar construim celelalte varfuri B,C, D, E.

d) Pentru implicatia ” = 7 |, din AB = BC = --- = FA i A=D1 = = E deducem
AC = BD = --- = EB (din triunghiuri isoscele congruente) de unde deducem MN = NP = ... =
RM = 4€ deci poligonul MNPQR are toate laturile egale. Cum avem <(M N, NP) = <(AC, BD)
deci <M NP = 108°; analog deducem ca toate unghiurile lui M N PQR sunt egale, deci poligonul este
regulat.

Pentru 7 < 7 observam ca triunghiurile ACD si ACE sunt congruente (cazul LUL), deci C'D
este egal cu DF; similar deducem ca toate laturile poligonului ABCDEFE sunt egale. Pe de alta
parte, triunghiurile ABC' si ADE sunt de asemenea congruente (cazul LLL) deci si toate unghiurile
poligonului ABC'DFE sunt egale.



