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Problema 1. Notăm cu R[X] mulţimea polinoamelor cu coeficienţi reali şi cu S mulţimea acelor

polinoame din R[X] care pot fi scrise ca suma a două pătrate de polinoame din R[X].

a) Demonstrat, i egalitatea: (a2 + 1) (b2 + 1) = (ab+ 1)2 + (a− b)2 ,∀a, b ∈ R. Justificat, i apoi că S
este parte stabilă ı̂n raport cu ı̂nmulţirea polinoamelor.

b) Fie P (X) = (X − 1)3Q(X). Arătaţi că dacă P (X) ∈ S atunci Q(1) = 0.

c) Determinat, i toate polinoamele din S de forma P (X) = X4 + aX3 + bX2 + cX + 4 care au toate

rădăcinile ı̂ntregi.

d) Arătaţi că orice polinom P (X) ∈ R[X] cu proprietatea că P (a) ≥ 0 pentru orice a ∈ R aparţine

mulţimii S.

Problema 2. Fie F : [0,∞) → [0,∞), F (x) =

∫ x

0

et
√
1 + t2dt.

a) Demonstraţi că F este bijectivă.

b) Demonstraţi că F (x)+F (y)
2

≥ F
(
x+y
2

)
,∀x, y ∈ [0,∞).

c) Pentru fiecare n ∈ N∗ notăm cu an unica soluţie a ecuaţiei F (x) = 1
n
. Demonstraţi că şirul

(an)n∈N∗ este convergent şi calculaţi lim
n→∞

an.

d) Calculaţi lim
n→∞

nan.



Problema 3. FieABCDE un pentagon convex şiM,N,P,Q,Rmijloacele laturilorAB,BC,CD,DE,

respectiv EA.

a) Demonstraţi că
−−→
AN +

−→
AQ =

−−→
AM +

−→
AR +

−→
AP, apoi calculaţi

−−→
AN +

−−→
BP +

−→
CQ+

−−→
DR +

−−→
EM.

b) Demonstraţi că triunghiurile ANQ şi MPR au acelaşi centru de greutate.

c) Ştergem laturile şi marcajele vârfurilor pentagonului ABCDE, păstrând pe desen doar punctele

M,N,P,Q,R, ca ı̂n figura de mai jos. Descrieţi (şi justificaţi) o modalitate de reconstrucţie a figurii

iniţiale.

d) Demonstraţi că pentagonul ABCDE este regulat (adică are laturile de lungimi egale s, i unghiurile

de măsuri egale) dacă şi numai dacă pentagonul MNPQR este regulat.



Rezolvări subiectul 1.

a) Calcul direct:

(a2 + 1)(b2 + 1) = a2b2 + a2 + b2 + 1 = (ab+ 1)2 + (ab− 1)2.

Din P,Q ∈ S deducem că există polinoamele A,B,C,D astfel ı̂ncât P = A2 + B2, Q = C2 + D2.

Utilizând, de exemplu, calculul anterior vedem că P ·Q = (AC−BD)2+(AD+BC)2 deci P ·Q ∈ S.

b) Dacă P = A2 + B2 atunci A2(1) + B2(1) = 0 deci A(1) = B(1) = 0. Conform Bézout, există

A1, B1 ∈ R[X] astfel ı̂ncât A(X) = (X−1)A1(X),B(X) = (X−1)B1(X) de unde deducem A1(X)2+

B1(X)2 = (X − 1)Q(X). Aplicăm acelaşi raţionament şi deducem A1(1) = B1(1) = 0 de unde avem

că X − 1|Q(X). Ca atare, avem A1(X)2 + B1(X)2 = (X − 1)Q(X) şi, raţionând similar, deducem

Q(1) = 0.

c) Deoarece produsul rădăcinilor este 4, ţinând cont de faptul că P (x) ≥ 0,∀x ∈ R deducem că fiecare

rădăcină trebuie să aibă multiplicitate pară. Cum rădăcinile sunt ı̂ntregi, singurele posibilităţi pentru

P (X) sunt (X ± 1)2(X ± 2)2.

d) Descompunem P ı̂n factori ireductibili ı̂n R[X].

P = c(X − x1)
m1 . . . (X − xt)

mtQ1(X) . . . Qs(X)

cu c ∈ R∗, x1, . . . xt ∈ R distincte, şi Q1, . . . , Qs polinoame monice de grad 2 ireductibile. Din

P (x) ≥ 0,∀x ∈ R deducem c > 0 şi mi =par pentru orice i = 1, . . . , t. Deoarece orice polinom

ireductibil, monic, de grad 2 este sumă de pătrate (deoarece x2 + ax + b =
(
x+ a

2

)2
+

(√
−∆
2

)2

)

concluzia rezultă prin inducţie după s aplicând punctul a).



Rezolvări subiectul 2.

a) Funcţia F este o primitivă a lui f(t) = et
√
t2 + 1, deci este derivabilă pe [0,+∞); ı̂n particular,

F este continuă. Cum f(t) > 0,∀t ∈ [0,+∞) deducem că F este strict crescătoare pe [0,∞), deci este

injectivă. Cum f(t) > 1,∀t ∈ [0,+∞) deducem F (x) ≥
∫ x

0

1dx = x deci lim
x→∞

F (x) = +∞; cum F

este continuă, din F (0) = 0 şi din proprietatea Darboux deducem că F este şi surjectivă pe [0,+∞).

b) Deoarece funcţia f este derivabilă , deducem că F este de două ori derivabilă şi

F ′′(t) = f ′(t) = et
(√

1 + t2 +
t√

1 + t2

)
= et

(
1 + t+ t2√

1 + t2

)
> 0,∀t ∈ [0,∞)

deci F este convexă.

c) Din punctul a), F este strict crescătoare; cum 1
n
> 1

n+1
deducem an > an+1 deci şirul (an)n∈N∗

este descrescător. Cum an > 0 deducem că este şi mărginit, deci convergent. Fie ℓ = lim
n→∞

an; cum F

este continuă şi lim
n→∞

1

n
= 0, deducem F (ℓ) = F (0). Cum F este bijectivă şi F (0) = 0 deducem ℓ = 0.

d) Scriem nan = nF−1
(
1
n

)
=

F−1( 1
n)

1
n

. E suficient să demonstrăm că lim
x↘0

F−1 (x)

x
există. Avem,

utilizând teorema lui l’Hôpital, că lim
x↘0

F−1 (x)

x
= lim

x↘0

(
F−1

)′
(x) = lim

x↘0

1

F ′ (F−1 (x))
= 1.



Rezolvări subiectul 3.

a) Avem
−−→
AN+

−→
AQ =

−→
AB+

−−→
BC
2
+
−→
AE+

−−→
ED
2
. De asemenea,

−−→
AM+

−→
AP+

−→
AR =

−→
AB
2
+

−→
AE
2
+
−→
AB+

−−→
BC+

−−→
CD
2
.

Deci

−−→
AN +

−→
AQ =

−−→
AM +

−→
AR +

−→
AP ⇔

−→
AE

2
+

−−→
ED

2
=

−→
AB

2
+

−−→
BC

2
+

−−→
CD

2
⇔

−−→
AD

2
=

−−→
AD

2
.

Pentru a doua egalitate avem:

−−→
AN +

−−→
BP +

−→
CQ+

−−→
DR +

−−→
EM =

−→
AB +

−−→
BC

2
+
−−→
BC +

−−→
CD

2
+
−−→
CD +

−−→
DE

2
+
−−→
DE +

−→
EA

2
+
−→
EA+

−→
AB

2
=

=
3

2

(−→
AB +

−−→
BC +

−−→
CD +

−−→
DE +

−→
EA

)
=

−→
0 .

b) Utilizăm caracterizarea vectorială a centrului de greutate a unui triunghi. Dacă notăm cu G1

centrul de greutate al triunghiului ANQ atunci

3
−−→
AG1 =

−−→
AN +

−→
AQ.

Similar, notând cu G2 centrul de greutate al triunghiului MPR avem

3
−−→
AG2 =

−−→
AM +

−→
AP +

−→
AR.

Utilizând punctul a), deducem
−−→
AG1 =

−−→
AG2, deci G1 = G2.

c) Fie G centrul de greutate al triunghiului MRP şi fie F mijlocul segmentului NQ. Construim A

prelungind FG şi considerând A un punct pe semidreapta FG care se află la distanţă dublă faţă de

G decât F. Similar construim celelalte vârfuri B,C,D,E.

d) Pentru implicaţia ” ⇒ ” , din AB = BC = · · · = EA şi Â = B̂ = · · · = Ê deducem

AC = BD = · · · = EB (din triunghiuri isoscele congruente) de unde deducem MN = NP = · · · =
RM = AC

2
deci poligonul MNPQR are toate laturile egale. Cum avem ∢(MN,NP ) = ∢(AC,BD)

deci ∢MNP = 108◦; analog deducem că toate unghiurile lui MNPQR sunt egale, deci poligonul este

regulat.

Pentru ” ⇐ ” observăm că triunghiurile ACD şi ACE sunt congruente (cazul LUL), deci CD

este egal cu DE; similar deducem că toate laturile poligonului ABCDE sunt egale. Pe de altă

parte, triunghiurile ABC şi ADE sunt de asemenea congruente (cazul LLL) deci şi toate unghiurile

poligonului ABCDE sunt egale.


