
Concursul MateInfoUB 2021 — sect, iunea Informatică

Solut, ii la problemele pentru etapa I propuse ı̂n model

Solut, ii pentru exemplele de probleme de dificultate scazută

1. Pentru variabila u operatorul de negat, ie “!” transformă expresia (x == y) | (x == z) ı̂n negat, ia ei:
(x != y) && (x != z) (se aplică legile lui De Morgan). Obsevăm astfel că u s, i v au aceeas, i valoare
indiferent de valorile lui x, y, z. Răspunsul corect este B.

2. Datorită celor două instruct, iuni repetitive imbricate de tip pentru . . . execută, valoarea variabilei k se va
modifica de n2 ori, astfel:

- de n ori va fi scăzută cu 1, deoarece condit, ia i = j va fi adevărată de n ori;

- de n2
− n ori va fi crescută cu 1, deoarece condit, ia i = j va fi falsă de n2

− n ori.

În concluzie, valoarea finală a variabilei k va fi egală cu n2
− n− n = n2

− 2 · n, deci răspunsul corect este
A.

3. Solut, ia poate fi găsită repede din ochi, dar merită să analizăm câteva observat, ii care pot pune bazele
unei abordări pentru instant, e generale ale acestei probleme, mai mari sau mai complexe:

• Trebuie să obt, inem un lant, , care, fiind un caz particular de arbore, va avea acelas, i număr de muchii
cu arborele init, ial, N − 1. Deducem că numărul de operat, ii de adăugare trebuie să fie egal cu
numărul de operat, ii de s, tergere. Putem astfel elimina răspunsurile impare.

• Într-un lant, , fiecare nod are cel mult 2 vecini. Arborele init, ial are 3 noduri cu mai mult de 2 vecini.
Deoarece o operat, ie de s, tergere poate afecta numărul de vecini pentru doar două noduri, deducem
că vom avea nevoie de cel put, in două operat, ii de s, tergere, deci răspunsul total va fi cel put, in 4.

• Pentru a simplifica procesul, putem alege să facem toate s, tergerile ı̂nainte de orice adăugare.
S, tergerile trebuie să asigure faptul că toate nodurile au cel mult 2 vecini. Astfel, vom rămâne cu o
mult, ime de mai multe lant, uri care pot fi legate consecutiv prin operat, ii de adăugare.

• Încercând varianta cu două s, tergeri, ne putem ghida ı̂n continuare după criteriul gradelor: dorim
să acoperim prin cele două s, tergeri toate cele trei noduri de grad 3. Astfel vedem us, or varianta de
a tăia muchiile (0, 1), respectiv (3, 8).

Prin urmare, răspunsul corect este C.

4. Solut, ia acestei probleme poate fi obt, inută prin găsirea tuturor numerelor prime mai mici sau egale cu
50 s, i calcularea produsului acestora. Numere prime mai mici sau egale cu 50 sunt:

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47
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Pentru a rezolva problema, se poate scrie un program simplu ı̂n orice limbaj de programare, ı̂nsă trebuie
tratată cu atent, ie problema de overflow. Produsul final este egal cu 614889782588491410 s, i are 18 cifre.
Acesta se ı̂ncadrează pe tipurile de date ı̂ntregi de 64 de bit, i.

Răspunsul corect este B.

5. Putem rezolva rapid această problemă observând că ı̂nlocuind alfabetul {A,B} cu alfabetul {0, 1}, numărul
de ordine al unui s, ir este foarte strâns legat de interpretarea acestuia ca număr ı̂n baza 2. Mai exact,
al N-lea s, ir ı̂n ordine alfabetică este reprezentarea ı̂n baza 2 a numărului N − 1. Diferent, a se datorează
faptului că primul s, ir (corespunzător valorii N = 1) este cel format doar din litera A, iar acesta corespunde
numărului 0. Reprezentarea binară a lui 84 se poate găsi us, or, inclusiv prin calcul pe hârtie. Se obt, ine
astfel că 84 = 1010100(2), deci s, irul asociat este BABABAA.

În concluzie, răspunsul corect este D.
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Solut, ii pentru exemplele de probleme de dificultate medie

1. Pentru a afla răspunsul corect pentru n = 10 trepte ı̂ncercăm să găsim răspunsul corect pentru valori
mai mici ale lui n.

Pentru cazul n = 1, Cristian poate coborı̂ o singură treaptă ı̂ntr-un singur mod.

Pentru cazul n = 2, Cristian poate coborı̂ cele două trepte ı̂n două moduri: mai ı̂ntâi coboară o singură
treaptă apoi ı̂ncă una sau poate coborı̂ ambele trepte deodată.

Pentru cazul n = 3, Cristian poate coborı̂ o treaptă s, i ı̂i mai rămân astfel două trepte (s, i ajungem astfel
la cazul n = 2) sau poate coborı̂ două trepte deodată s, i ı̂i mai rămâne una singură (s, i ajungem astfel la
cazul n = 1). Deci ı̂n acest caz, numărul de moduri va fi 2 + 1 = 3.

Intuit, ia de la cazul n = 3 poate fi aplicată pe cazul general. Dacă notăm cu Tn numărul de moduri ı̂n
care Cristian poate coborı̂ n trepte, atunci Cristian poate coborı̂ prima oară o treapta s, i ı̂i mai rămân n−1
trepte sau poate coborı̂ două trepte deodată s, i ı̂i mai rămân n−2 trepte. Astfel, avem că Tn = Tn−1+Tn−2
cu condit, iile de oprire T1 = 1 s, i T2 = 2. Observăm că s, irul Tn seamănă cu s, irul lui Fibonacci (ı̂n s, irul
lui Fibonacci avem aceeas, i relat, ie de recurent, ă Fn = Fn−1 + Fn−2 dar cu primii termeni diferit, i F0 = 0 s, i
F1 = 1). Construind s, irul Tn până la al zecelea termen obt, inem:

T1 = 1,T2 = 2,T3 = 3,T4 = 5,T5 = 8,T6 = 13,T7 = 21,T8 = 34,T9 = 55,T10 = 89.

Prin urmare, răspunsul corect este A.

2. Se observă faptul că la fiecare reapelare a funct, iei test valoarea curentă a parametrului n este ı̂nlocuită
cu valoarea n− x, iar valoarea parametrului x cu x+ 1. De asemenea, se observă faptul că funct, ia test va
furniza valoarea 1 doar ı̂n cazul ı̂n care, la un moment dat, ı̂n urma acelor scăderi succesive, valoarea
parametrului n va deveni egală cu 0. Practic, dacă x ≤ n, la primul apel al funct, iei se va scădea x din n,
la al doilea apel se va scădea x + 1 din n − x, la al treilea apel se va scădea x + 2 din n–x–(x + 1) s, .a.m.d.
Astfel, valoarea parametrului n poate deveni 0 doar ı̂n cazul ı̂n care există un număr natural k astfel
ı̂ncât n − x − (x + 1) − . . . − (x + k) = 0. De exemplu, apelul test(25, 3) va furniza valoarea 1 deoarece
25 − 3 − 4 − 5 − 6 − 7 = 0. Relat, ia n − x − (x + 1) − ... − (x + k) = 0 este echivalentă cu:

n = (k + 1) · x + (1 + 2 + . . . + k) = (k + 1) · x +
k · (k + 1)

2
= (k + 1)(x +

k
2

) =
(k + 1) · (2x + k)

2
.

În concluzie, funct, ia test va furniza valoarea 1 dacă există un număr natural k astfel ı̂ncât n = (k+1)·(2x+k)
2

sau 0 ı̂n caz contrar, deci răspunsul corect este B.

3. Graful G are n noduri, m muchii s, i este aciclic. Astfel, dacă graful respectiv ar fi s, i conex, atunci el ar
fi un arbore. În consecint, ă, un algoritm care testează dacă graful G este conex se poate limita numai la
a testa dacă numărul de muchii m este egal cu n − 1. Acest lucru se poate realiza prin simpla citire a
numerelor m s, i n de pe prima linie din fis, ier s, i apoi compararea lor. Nu este nevoie de citirea muchiilor
s, i stocarea lor ı̂n memorie. Prin urmare cea mai bună complexitate-timp este O(1), răspunsul corect este
D.
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Solut, ii pentru exemplele de probleme de dificultate ridicată

1. Un prim instinct ar fi să traducem pseudocodul ı̂ntr-un limbaj de programare s, i să rulăm codul pentru
a obt, ine răspunsul. Problema este că execut, ia programului nu se va termina ı̂n timp util.

Solut, ia este să ı̂nt, elegem ce face algoritmul descris s, i să căutăm un mod mai eficient de a calcula acelas, i
lucru. Facem următoarele observat, ii:

• Algoritmul pare să contorizeze ı̂n variabila sol câte numere naturale din intervalul [1,n] satisfac o
anumită proprietate. Pentru a ı̂nt, elege această proprietate, putem urmări variabila bad, care devine
1 atunci când n′ ajunge la 0 ı̂nainte ca i′ să ajungă la 0. Dar după ce logică se modifică n′ s, i i′?

• Ambele variabile se modifică doar prin ı̂mpărt, iri ı̂ntregi la 10. S, tim că această operat, ie poate fi
privită ca ”s, tergerea” ultimei cifre. Observăm deci că cifrele lui n′ sunt s, terse, de la dreapta la
stânga, până când ultima cifră se potrives, te cu ultima cifră a lui i′. Dacă acest lucru nu se ı̂ntâmplă
deloc, algoritmul se opres, te. Altfel, sunt s, terse ultimele cifre pentru ambele numere, iar procesul
este reluat.

• Vedem astfel că algoritmul ı̂ncearcă să potrivească cifrele lui i′ ca subs, ir in n′. Spre exemplu, pentru
n = 12345, algoritmul ar fi contorizat valorile 135, 2 sau 12345, fiindcă reprezentările lor ı̂n baza
10 apar ca subs, ir ı̂n reprezentarea lui n, dar nu ar fi contorizat valorile 153, 1223 sau 7. Deoarece
fiecărui număr natural ı̂i corespunde cel mult un subs, ir din reprezentarea lui n, iar acestea sunt
toate diferite, răspunsul este dat de numărul de subs, iruri diferite ale lui n (din care exlcudem
s, irurile de 0, dacă este cazul).

• O variantă simplă este să separăm problemele: ı̂ntâi vom genera toate subs, irurile lui n, iar apoi
vom număra câte valori distincte există.

• Deoarece n are 13 cifre, avem 213 = 8192 subs, iruri, un număr (foarte) mic. Le putem genera pe
toate folosind tehnici generale de generare a submult, imilor, de exemplu, prin backtracking.

• O dată ce avem generate subs, irurile, putem folosi orice tehnică generală de a număra elementele
distincte dintr-un s, ir. Pentru M = 8192 de elemente, inclusiv un algoritm de complexitate O(M2)
care compară toate perechile va rula suficient de repede.

Prezentăm ı̂n continuare o funct, ie ı̂n C++ care implementează această solut, ie. Subs, irurile sunt generate
iterativ, iar apoi sunt sortate pentru a facilita numărarea subs, irurilor distincte. Găsit, i mai multe detalii
ı̂n comentariul codului.

int count_fast(long long n) {
/* Extragem cifrele lui n intr-un vector. */

vector<int> cifre;
while (n > 0) {
cifre.push_back(n % 10);

n /= 10;

}

/* Am extras cifrele in ordine inversa, poate fi comod

in continuare sa le avem in ordinea naturala. */

reverse(cifre.begin(), cifre.end());

/* Construim toate subsirurile (diferite de 0).

Pentru a face acest lucru, folosim un procedeu iterativ

in care, pentru fiecare cifra c adaugam noile subsiruri care

se pot forma:

(1) subsir format dintr-un subsir deja existent, la care este

adaugata cifra c

(2) daca c > 0, subsir format doar din cifra c */

int cnt_cifre = cifre.size();
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vector<long long> subsiruri;
int cnt_subsiruri = 0;

for (int i = 0; i < cnt_cifre; i += 1) {
int c = cifre[i];
// Cazul (1):

for (int j = 0; j < cnt_subsiruri; j += 1)
subsiruri.push_back(subsiruri[j] * 10 + c);

// Cazul (2):

if (c > 0)
subsiruri.push_back(c);

cnt_subsiruri = subsiruri.size();

}

/* Contorizam doar numerele care sunt unice.

Pentru a face asta, putem sorta vectorul de numere, urmand

a contoriza doar valorile care sunt diferite de precedentele. */

sort(subsiruri.begin(), subsiruri.end());

int raspuns = 0;
for (int i = 0; i < cnt_subsiruri; ++i)
if (i == 0 || subsiruri[i] != subsiruri[i - 1])
raspuns += 1;

// Intoarcem raspunsul modulo 107.

return raspuns % 107;
}

În final, obt, inem că răspunsul corect este E.

2. Observăm că orice secvent, ă x = x1, x2, . . . , xn poate fi transformată ı̂n orice secvent, ă y = y1, y2, . . . , yn
folosind secvent, a de operat, ii de extragere s, i aducere pe prima pozit, ie a elementelor yn, yn−1, . . . , 1. Dacă
yn nu se află pe prima pozit, ie ı̂n secvent, a x (avem yn diferit de x1) atunci această secvent, ă va avea n
operat, ii, altfel va avea n − 1 operat, ii (ı̂n afară de yn care se află pe prima pozit, ie, putem extrage orice
alt element yi s, i să ı̂l aducem pe prima pozit, ie). Reiese că ultima operat, ie realizată va fi cea ı̂n care
extragem y1 din secvent, a x s, i ı̂l aducem pe prima pozit, ie. Analog, penultima operat, ie realizată va fi cea
ı̂n care extragem y2 din secvent, a x s, i ı̂l aducem pe prima pozit, ie la acel moment (după extragerea lui y1
va ajunge pe pozit, ia a doua). Astfel, după cel mult n astfel de operat, ii obt, inem secvent, a y din x. Pentru
problema noastră asta ı̂nseamnă secvent, a de operat, ii următoare (scrisă ı̂n ordinea operat, iilor):

14, 12, 28, 26, 11, 9, 8, 7, 6, 24, 23, 21, 20, 13, 16, 17, 3, 4, 10, 27, 18, 22, 15, 5, 1, 25, 29, 19, 2, 30

Pentru a afla numărul minim de operat, ii necesare pentru a se obt, ine secvent, a y din secvent, a x, observăm
că nu este necesar să realizăm prima operat, ie (să ı̂l extragem pe 14 s, i să ı̂l aducem pe prima pozit, ie,
ı̂ntrucât ı̂n secvent, a x avem că 14 este situat după 12, as, a cum apare ı̂n secvent, a y). În mod similar,
observăm că s, i multe din operat, iile următoare nu sunt necesare. Concluzionăm că operat, iile prin care
extragem s, i mutăm pe prima pozit, ie elementele 14, 12, 28, 26, 11, 9, 8, 7, 6, 24, 23, 21, 20, 13, 16, 17, 3, 4 nu
sunt necesare s, i că prima operat, ie ar trebuie să ı̂nceapă cu elementul 10. Astfel, numărul minim de
operat, ii necesare pentru a se obt, ine secvent, a y din secvent, a x este egal cu 12 iar operat, iile ce se realizează
asupra elementelor (ı̂n ordinea lor) sunt:

10, 27, 18, 22, 15, 5, 1, 25, 29, 19, 2, 30

Răspunsul corect este C.
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