Concursul MatelnfoUB 2021 — sectiunea Informatica

Solutii la problemele pentru etapa I propuse in model

Solutii pentru exemplele de probleme de dificultate scazuta

1. Pentru variabila u operatorul de negatie “!” transformd expresia (x == y) | (x == z) in negatia ei:
(x !'=y) & (x != z) (se aplicd legile lui De Morgan). Obsevam astfel cd u si v au aceeasi valoare
indiferent de valorile lui x, y, z. Rdspunsul corect este B.

2. Datorita celor doud instructiuni repetitive imbricate de tip pentru ... executd, valoarea variabilei k se va
modifica de #n? ori, astfel:

- de n ori va fi scazutd cu 1, deoarece conditia i = j va fi adevérata de n ori;

- de n*> — n ori va fi crescutd cu 1, deoarece conditia i = j va fi falsd de n?% — n ori.
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In concluzie, valoarea finald a variabilei k va fi egald cu n? —n —n = n? — 2 - n, deci rdspunsul corect este

A.

3. Solutia poate fi gésitd repede din ochi, dar meritd sd analizam cateva observatii care pot pune bazele
unei abordari pentru instante generale ale acestei probleme, mai mari sau mai complexe:

o Trebuie sd obtinem un lant, care, fiind un caz particular de arbore, va avea acelasi numar de muchii
cu arborele initial, N — 1. Deducem cd numadrul de operatii de addugare trebuie si fie egal cu
numdrul de operatii de stergere. Putem astfel elimina raspunsurile impare.

e Intr-un lant, fiecare nod are cel mult 2 vecini. Arborele initial are 3 noduri cu mai mult de 2 vecini.
Deoarece o operatie de stergere poate afecta numarul de vecini pentru doar doud noduri, deducem
cd vom avea nevoie de cel putin doud operatii de stergere, deci rdspunsul total va fi cel putin 4.

e Pentru a simplifica procesul, putem alege sd facem toate stergerile inainte de orice addugare.
Stergerile trebuie s asigure faptul cd toate nodurile au cel mult 2 vecini. Astfel, vom rdméne cu o
multime de mai multe lanturi care pot fi legate consecutiv prin operatii de addugare.

e Incercand varianta cu dou stergeri, ne putem ghida in continuare dupa criteriul gradelor: dorim
sd acoperim prin cele doud stergeri toate cele trei noduri de grad 3. Astfel vedem usor varianta de
a tdia muchiile (0, 1), respectiv (3, 8).

Prin urmare, raspunsul corect este C.

4. Solutia acestei probleme poate fi obtinuta prin gasirea tuturor numerelor prime mai mici sau egale cu
50 si calcularea produsului acestora. Numere prime mai mici sau egale cu 50 sunt:

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31, 37,41, 43,47



Pentru a rezolva problema, se poate scrie un program simplu in orice limbaj de programare, insd trebuie
tratatd cu atentie problema de overflow. Produsul final este egal cu 614889782588491410 si are 18 cifre.
Acesta se incadreaza pe tipurile de date intregi de 64 de biti.

Réspunsul corect este B.

. Putemrezolva rapid aceastd problema observand cad inlocuind alfabetul {A, B} cualfabetul {0, 1}, numarul
de ordine al unui sir este foarte strans legat de interpretarea acestuia ca numadr in baza 2. Mai exact,
al N-lea sir in ordine alfabeticd este reprezentarea in baza 2 a numadrului N — 1. Diferenta se datoreaza
faptului cd primul sir (corespunzator valorii N = 1) este cel format doar din litera A, iar acesta corespunde
numdrului 0. Reprezentarea binard a lui 84 se poate gasi usor, inclusiv prin calcul pe hértie. Se obtine
astfel cd 84 = 1010100y, deci sirul asociat este BABABAA.

In concluzie, raspunsul corect este D.



Solutii pentru exemplele de probleme de dificultate medie

1. Pentru a afla rdspunsul corect pentru n = 10 trepte incercim sd gasim raspunsul corect pentru valori
mai mici ale lui 7.

Pentru cazul n = 1, Cristian poate cobori o singura treapta intr-un singur mod.

Pentru cazul n = 2, Cristian poate cobori cele doud trepte in doud moduri: mai intdi coboard o singurd
treaptd apoi incd una sau poate cobori ambele trepte deodata.

Pentru cazul n = 3, Cristian poate cobori o treaptd si ii mai rdman astfel doud trepte (si ajungem astfel
la cazul n = 2) sau poate cobori doud trepte deodatd si ii mai rdméne una singuri (si ajungem astfel la
cazul n = 1). Deci in acest caz, numarul de modurivafi2 +1 = 3.

Intuitia de la cazul n = 3 poate fi aplicatd pe cazul general. Dacd notdm cu T, numérul de moduri in
care Cristian poate cobori n trepte, atunci Cristian poate cobori prima oard o treapta si i mai rdman n -1
trepte sau poate cobori doud trepte deodatd si ii mai raman n —2 trepte. Astfel,avemca T, = T,—1 + Ty
cu conditiile de oprire T; = 1si T, = 2. Observam cd sirul T,, seamand cu sirul lui Fibonacci (in sirul
lui Fibonacci avem aceeasi relatie de recurentd F, = F,_1 + F,—» dar cu primii termeni diferiti Fy = 0 si
Fi =1). Construind sirul T,, pana la al zecelea termen obtinem:

T1=1,T,=2,T3=3,T4 =5T5 =8, T¢ =13,T; =21,Tg = 34,Tg = 55, T19p = 89.

Prin urmare, raspunsul corect este A.

2. Se observa faptul cd la fiecare reapelare a functiei test valoarea curentd a parametrului n este inlocuitd
cu valoarea n — x, iar valoarea parametrului x cu x + 1. De asemenea, se observa faptul ca functia test va
furniza valoarea 1 doar in cazul in care, la un moment dat, in urma acelor scdderi succesive, valoarea
parametrului n va deveni egald cu 0. Practic, dacd x < n, la primul apel al functiei se va scddea x din #,
la al doilea apel se va scddea x + 1 din 1 — x, la al treilea apel se va scddea x + 2 din n—x—(x + 1) s.a.m.d.
Astfel, valoarea parametrului n poate deveni 0 doar in cazul in care existd un numar natural k astfel

incdtn—x—-(x+1)—...—(x+k) = 0. De exemplu, apelul test(25,3) va furniza valoarea 1 deoarece
25-3-4-5-6-7=0.Relatian—x—(x+1) —... — (x + k) = 0 este echivalenti cu:
k-(k+1) k. (k+1)-(2x+k)

n=k+1)-x+1+2+...+k)=k+1)-x+ =(k+1)(x+§)

2 2

N . . . . . A k+1)-(2x+k
In concluzie, functia test va furniza valoarea 1 dacd existda un numar natural k astfel incat n = w

sau 0 in caz contrar, deci rdspunsul corect este B.

3. Graful G are n noduri, m muchii si este aciclic. Astfel, daca graful respectiv ar fi si conex, atunci el ar
fi un arbore. In consecinta, un algoritm care testeaza dacd graful G este conex se poate limita numai la
a testa dacd numadrul de muchii m este egal cu n — 1. Acest lucru se poate realiza prin simpla citire a
numerelor m si n de pe prima linie din fisier si apoi compararea lor. Nu este nevoie de citirea muchiilor
si stocarea lor in memorie. Prin urmare cea mai bund complexitate-timp este O(1), raspunsul corect este
D.



Solutii pentru exemplele de probleme de dificultate ridicata

1. Un prim instinct ar fi sd traducem pseudocodul intr-un limbaj de programare si sa rulam codul pentru
a obtine rdspunsul. Problema este cd executia programului nu se va termina in timp util.

Solutia este sd intelegem ce face algoritmul descris si sa ciutam un mod mai eficient de a calcula acelasi
lucru. Facem urmdtoarele observatii:

Algoritmul pare sa contorizeze in variabila sol cAte numere naturale din intervalul [1, n] satisfac o
anumitd proprietate. Pentru a intelege aceastd proprietate, putem urmdri variabila bad, care devine
1 atunci cand n” ajunge la 0 inainte ca i’ sd ajungd la 0. Dar dupai ce logica se modificd n’ sii’?
Ambele variabile se modificd doar prin impartiri intregi la 10. Stim cd aceastd operatie poate fi
privitd ca “stergerea” ultimei cifre. Observdm deci cé cifrele lui n’ sunt sterse, de la dreapta la
stanga, pand cand ultima cifrd se potriveste cu ultima cifrd a lui 7. Dacd acest lucru nu se intampla
deloc, algoritmul se opreste. Altfel, sunt sterse ultimele cifre pentru ambele numere, iar procesul
este reluat.

Vedem astfel cd algoritmul incearcd sa potriveascd cifrele lui i’ ca subsir in n’. Spre exemplu, pentru
n = 12345, algoritmul ar fi contorizat valorile 135, 2 sau 12345, fiindcd reprezentdrile lor in baza
10 apar ca subsir in reprezentarea lui n, dar nu ar fi contorizat valorile 153, 1223 sau 7. Deoarece
fiecdrui numadr natural ii corespunde cel mult un subsir din reprezentarea lui 7, iar acestea sunt
toate diferite, raspunsul este dat de numadrul de subsiruri diferite ale lui n (din care exlcudem
sirurile de 0, dacd este cazul).

O variantd simpld este sd separdm problemele: intdi vom genera toate subsirurile lui 7, iar apoi
vom numadra cate valori distincte exista.

Deoarece 1 are 13 cifre, avem 213 = 8192 subsiruri, un numair (foarte) mic. Le putem genera pe
toate folosind tehnici generale de generare a submultimilor, de exemplu, prin backtracking.

O datd ce avem generate subsirurile, putem folosi orice tehnicd generald de a numdra elementele
distincte dintr-un sir. Pentru M = 8192 de elemente, inclusiv un algoritm de complexitate O(M?)
care compard toate perechile va rula suficient de repede.

Prezentdm in continuare o functie in C++ care implementeaza aceastd solutie. Subsirurile sunt generate
iterativ, iar apoi sunt sortate pentru a facilita numaérarea subsirurilor distincte. Gdsiti mai multe detalii
in comentariul codului.

int

count_fast(long long n) {
/* Extragem cifrele lui n intr-un vector. */
vector<int> cifre;
while (n > 0) {
cifre.push_back(n % 10);
n /= 10;
}
/* Am extras cifrele in ordine inversa, poate fi comod
in continuare sa le avem in ordinea naturala. */
reverse(cifre.begin(), cifre.end());

/* Construim toate subsirurile (diferite de 0).
Pentru a face acest lucru, folosim un procedeu iterativ
in care, pentru fiecare cifra c adaugam noile subsiruri care
se pot forma:
(1) subsir format dintr-un subsir deja existent, la care este
adaugata cifra c
(2) daca ¢ > 0, subsir format doar din cifra c */
int cnt_cifre = cifre.size();



vector<long long> subsiruri;
int cnt_subsiruri = 0;

for (int i = 0; 1 < cnt_cifre; 1 += 1) {

int ¢ = cifre[i];

// Cazul (1):

for (int j = 0; j < cnt_subsiruri; j += 1)
subsiruri.push_back(subsiruri[j] * 10 + c);

// Cazul (2):

if (c > 0®)
subsiruri.push_back(c);

cnt_subsiruri = subsiruri.size();

}

/% Contorizam doar numerele care sunt unice.

Pentru a face asta, putem sorta vectorul de numere, urmand

a contoriza doar valorile care sunt diferite de precedentele. */
sort(subsiruri.begin(), subsiruri.end());
int raspuns = 0;
for (int i = 0; i < cnt_subsiruri; ++1i)

if (i == 0 || subsiruri[i] != subsiruri[i - 1])

raspuns += 1;

// Intoarcem raspunsul modulo 107.
return raspuns % 107;
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In final, obtinem ca raspunsul corect este E.

. Observam c4 orice secventd x = x1,xp,...,X, poate fi transformata in orice secventd y = y1,v2,..., Yn
folosind secventa de operatii de extragere si aducere pe prima pozitie a elementelor y,, y,-1, ..., 1. Dacd
Y» nu se afld pe prima pozitie in secventa x (avem y, diferit de x;) atunci aceastd secventd va avea n
operatii, altfel va avea n — 1 operatii (in afard de y, care se afld pe prima pozitie, putem extrage orice
alt element y; si sa il aducem pe prima pozitie). Reiese cd ultima operatie realizatd va fi cea in care
extragem y; din secventa x si il aducem pe prima pozitie. Analog, penultima operatie realizata va fi cea
in care extragem y, din secventa x si il aducem pe prima pozitie la acel moment (dupd extragerea lui y;
va ajunge pe pozitia a doua). Astfel, dupa cel mult n astfel de operatii obtinem secventa y din x. Pentru
problema noastrd asta inseamnad secventa de operatii urmdtoare (scrisa in ordinea operatiilor):

14,12,28,26,11,9,8,7,6,24,23,21,20,13,16,17,3,4,10,27,18, 22,15,5,1,25,29,19, 2,30

Pentru a afla numarul minim de operatii necesare pentru a se obtine secventa y din secventa x, observam
cd nu este necesar sd realizdm prima operatie (sd il extragem pe 14 si sd il aducem pe prima pozitie,
intrucat in secventa x avem ci 14 este situat dupa 12, asa cum apare in secventa y). In mod similar,
observdm cd si multe din operatiile urmdtoare nu sunt necesare. Concluziondm cé operatiile prin care
extragem si mutdm pe prima pozitie elementele 14,12, 28,26,11,9,8,7, 6,24,23,21,20,13,16,17,3,4 nu
sunt necesare si cd prima operatie ar trebuie sd inceapd cu elementul 10. Astfel, numé&rul minim de
operatii necesare pentru a se obtine secventa y din secventa x este egal cu 12 iar operatiile ce se realizeaza
asupra elementelor (in ordinea lor) sunt:

10,27,18,22,15,5,1,25,29,19,2,30

Réaspunsul corect este C.



