
1. Răspuns corect: C

Indicaţie de rezolvare: Folosiţi formula pentru determinarea valorii minime a unei funcţii de gradul al doilea, sau
calculaţi derivatele funcţiilor g şi h.

2. Răspuns corect: C

Indicaţie de rezolvare:
Comutativitatea legii se poate observa din simetria tablei operaţiei faţă de diagonala principală; G nu este grup,
deoarece ı̂n tabla unui grup, pe fiecare linie sau coloană apar toate elementele, o singură dată: ı̂n acest mod
verificăm şi dacă o anumită submulţime este grup; pe linia şi pe coloana elementului neutru, toate elementele
mulţimii apar ı̂n aceeaşi ordine ca pe marginea tablei.

3. Răspuns corect: D

Indicaţie de rezolvare:
Numerele obţinute prin permutarea cifrelor lui N , mai mici decât N , pot ı̂ncepe cu 1, 2 sau 3 (sunt 3 · 5! astfel
de numere), sau pot ı̂ncepe cu 41, 42 sau 43 (sunt 3 · 4! astfel de numere), sau pot ı̂ncepe cu 4512 (sunt două
astfel de numere).

4. Răspuns corect: A

Indicaţie de rezolvare:
Este utilă o reprezentare grafică a celor două funcţii, pentru a putea explicita funcţia x 7→| sin(x)− cos(x) |.

5. Răspuns corect: C

Indicaţie de rezolvare:
Putem aplica Regula lui l’Hospital:

limx 7→∞
F (x)
ex2

x

= limx 7→∞
x2

2x2 − 1
=

1

2
.

6. Răspuns corect: A

Indicaţie de rezolvare:
Observăm că G⃗P + G⃗Q = 2G⃗M , unde M este mijlocul laturii BC.

7. Răspuns corect: B

Indicaţie de rezolvare:
Observăm că două puncte diametral opuse ale unui cerc sunt simetrice faţă de centrul cercului.

8. Răspuns corect: C

Indicaţie de rezolvare:
Putem folosi şirul lui Rolle pentru funcţia x 7→ x3 − x2 − x− 1.

9. Răspuns corect: E

Indicaţie de rezolvare:
Putem demonstra că numerele 2; f(2); f(f(2)); f(f(f(2))); . . . sunt distincte şi sunt puncte fixe ale lui g.

10. Răspuns corect: D

Indicaţie de rezolvare:
Funcţia f este injectivă dacă, din (3x2 +mx + n) − (3y2 +my + n) ∈ Z, cu x, y ∈ Q, deducem x = y; aceasta
se ı̂ntâmplă doar pentru m iraţional.

11. Răspuns corect: E

Indicaţie de rezolvare:
Este util să observăm mai ı̂ntâi că determinantul unei matrice de forma(

A B
0 C

)
unde A,B,C sunt matrice pătratice, de dimensiune 2, este egal cu det(A) · det(C).
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12. Răspuns corect: A

Indicaţie de rezolvare:
Se foloseşte lema Cesaro-Stoltz pentru şirurile (xn+2 − 2xn+1 + xn)n şi (n)n şi apoi (xn+1 − xn)n şi (n2)n.

13. Răspuns corect: A

Indicaţie de rezolvare:
Este clar că problema derivabilităţii se pune doar ı̂n punctele 1, 2 şi 3. Folosim definiţia pentru a arăta că funcţia
este derivabilă ı̂n 2. Din acelaşi motiv, funcţia x 7→ (x− 1) | (x− 1)(x− 2)(x− 3) | este derivabilă ı̂n 1, deci şi f
este derivabilă ı̂n 1, ca produs de funcţii derivabile. Un studiu local ne arată că f nu este derivabilă ı̂n 3.

14. Răspuns corect: A

Indicaţie de rezolvare:
Folosind teorema bisectoarei ı̂n triunghiul ABM (unde M este mijlocul laturii BC) şi asemănarea triunghiurilor,
deducem

x

ha
=

XM

AM
=

a

a+ 2c
,

unde ha este lungimea ı̂nălţimii din A a triunghiului. Folosim apoi faptul că a · ha = 2S.

15. Răspuns corect: B

Indicaţie de rezolvare:
Deoarece OH are lungime minimă, deducem că OH ⊥ AH. Cum O,G,H sunt coliniare (unde G este centrul de

greutate al triunghiului), iar OH = 3OG, obţinem că distanţa de la O la BC este egală cu
√
3
4 .

16. Răspuns corect: C

Indicaţie de rezolvare:
Putem folosi faptul că suma a două dintre segmentele PA,PB, PC este egală cu al treilea segment şi teorema
cosinusului ı̂n triunghiurile PAB,PAC,PBC.
De asemenea, putem rezolva problema folosind numere complexe: dacă 1, ϵ, ϵ2 sunt rădăcinile de ordinul 3 ale

unităţii (unde ϵ = −1
2 + i

√
3
2 ), iar z este un număr complex de modul 1, problema rezultă din egalitatea:

| z − 1 |2 + | z − ϵ |2 + | z − ϵ2 |2= (z − 1)(z − 1) + (z − ϵ)(z − ϵ2) + (z − ϵ2)(z − ϵ) = 1,

unde am folosit faptul că t · t =| t |2, pentru orice număr complex t.

17. Răspuns corect: C

Indicaţie de rezolvare:
Din formulele lui Viete, obţinem 2p = a + b + c = 4, deci p = 2 (unde p este semiperimetrul triunghiului).
Folosind formula lui Heron avem:

S =
√

p(p− a)(p− b)(p− c) =
√
2(2− a)(2− b)(2− c).

Pe de altă parte, avem următoarea descompunere:

P (X) = 9X3 − 36X2 + 45X − 17 = 9(X − a)(X − b)(X − c),

de unde obţinem:

(2− a)(2− b)(2− c) =
P (2)

9
=

1

9
.

18. Răspuns corect: D

Indicaţie de rezolvare:
Dacă scădem primele două ecuaţii, obţinem a = c sau b = −2. Continuând cu aceste informaţii, obţinem soluţia

{(−2;−2; 0); (−2; 0;−2); (0;−2;−2); (−1;−1;−1)}.

19. Răspuns corect: C

Indicaţie de rezolvare:
Se poate observa că A = f([0, 1]), unde f : [0, 1] −→ R este f(x) =

∫ 1

0

∣∣t2021 − x2021
∣∣ dt şi, explicitând modulul,

f(x) =
∫ x

0
(x2021 − t2021)dt+

∫ 1

x
(t2021 − x2021)dt = 2·2021

2022 x2022 − x2021 + 1
2022 .

Folosind eventual tabelul de variaţie al funcţiei f se obţine că minA = min f(x) = f( 12 ) =
1

2022

(
1− 1

2022·22021
)

şi maxA = max f(x) = f(1) = 2021
2022 .
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20. Răspuns corect: D

Indicaţie de rezolvare:
Submulţimile nevide cu cel mult 3 elemente ale lui C, care formează grup cu operaţia de ı̂nmulţire, sunt:

{0}; {1}; {1,−1}; {1, ϵ, ϵ2}.

Există două polinoame monice pentru care mulţimea de soluţii ale ecuaţiei P (x) = 0 este {1,−1}: acestea sunt
(X − 1)2(X +1) şi (X − 1)(X +1)2. Celorlalte mulţimi de mai sus le corespunde câte un singur polinom monic.

21. Răspuns corect: A

Indicaţie de rezolvare:
Din teorema medianei şi teorema lui Pitagora, obţinem a2+b2 = 5c2. Folosind acum teorema cosinusului pentru
latura AB, deducem

cos(C) =
2(a2 + b2)

5ab
.

Inegalitatea cos(C) < 1 conduce la 2t2 − 5t+ 2 < 0, de unde concluzia.

22. Răspuns corect: A

Indicaţie de rezolvare:
Considerând perpendicularele din C,N,D pe AB, putem demonstra imediat că

SANB = t · SCAB + (1− t) · SDAB .

Analog:
SMDC = t · SADC + (1− t) · SBDC .

Concluzia rezultă prin adunarea celor două relaţii de mai sus.

23. Răspuns corect: C

Indicaţie de rezolvare:
Se demonstrează uşor că (xn)n este un şir de numere pozitive, convergent la 0. Aplicăm teorema Cesaro-Stoltz
pentru a calcula:

lim
n→∞

√
nxn = lim

n→∞

√
n
1
xn

= lim
n→∞

√
n+ 1−

√
n

1
xn+1

− 1
xn

= lim
n→∞

1√
nxn

· xnsin(xn)

2(xn − sin(xn))
.

Deoarece

lim
x→0

xsin(x)

2(x− sin(x))
= 3,

deducem că limita cerută este
√
3.

24. Răspuns corect: B

Indicaţie de rezolvare:
Deoarece şirul dat are ca termeni doar numere ı̂ntregi, el este convergent dacă şi numai dacă devine constant de
la un rang ı̂ncolo. Notând cu l limita şirului, obţinem

l · (a− b− 1) = 0.

Vom demonstra că limita şirului dat nu poate fi 0: ı̂n caz contrar, se obţine repede că toţi termenii şirului ar
trebui să fie egali cu 0, ceea ce nu este adevărat. Aşadar, a = b + 1, condiţie care este şi suficientă pentru
convergenţă (deoarece, ı̂n acest caz, şirul este constant).
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